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I. Abschnitt. 

Koordinaten. 

<) 1 D« lechtirJnklige drelaxige Knordinatensfstem, 

Ala emfactsitLs Koordinatensystem im. Haum 
dient die Konfigui ition von drei zu. je zwei aufeinander 
spnkiechten Ebenen (Fig. 1); alsdann liestimnit jeder 
Punkt r de-i Kinmes seine 3 Abstände von den drei 
Ebenen, hezv. deren Masszahlen in Bezug auf die (be- 
liebige abet f e-ite) L mgeneinheit. Die Ebenen selbst 
heisaen Koordinaten-Ebenen, ihr Schnittpunkt : 
Anfangs- odei Nullpunkt; die Geraden, in welchen 
sich je 2 Ebenen schneiden, Koordinaten- Axen, 
sie werden als x-, y- nnd z-Ase, bezw. Absoissen, 
Ordinaten und Höhenaxo unterschieden; die Ebe- 
nen selbst werden als xj-, yz-, ax- Ebene bezeichnet. 
Damit umgekehrt jene Abstände, bezw. ihre Masszahlen 
den Punkt bestimmen, ist in Bezug auf jede der Koor- 
dinate aebenen eine Unterscheidung der beiden Teile 
nötig, in welche sie den Raum teilt (oben und unten, 
vorn uad hinten, rechts und links). Diese Unter- 
scheidung ist getrofien, sobald wir auf jeder der Axen» 
wie in der Ebene (T. 1, S. 10) die beiden Richtungen 
durch -{- und — untersclieiden. Ohne diese Unter- 
acKeiduEg würde es 8 Punkte geben, für welche die 
Abstände gleiche Werte hätten (dem abaolutea Betrage 
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S KDOiiiiUpii 

nach gleich wären), cntsjji eckend den S iFichera, in 
welche die drei Kooidinatenelenen den Rium teilen 
Die so mit Vorzeichen veraeheuen M ibsz ihlen dei Ah 
stände sind dann Kooiilmiten im bmne der Definition 
T. 1. 8. 9 ; sie können als parallele Strecken zwischen 
parallelen Bhenen (Fig 1) auch auf den Axen selbst 




gemessen werden, so ist OA = PP^ = sp ; OB — P, P = y,, ; 
OC = PjP = Zp. Die Punkte P^ etc. sind die Projec- 
tionen des Punktes P auf die Koordi Datenebenen, die 
Punkte A, B, C, die -vii die Äsen. Die Koordinaten 
können auoh, nithdem auf den Axen die positiven 
Eichtun^en te'itoelegt amd, definiert werden als die 
Stiecken, welche von den Axen abgeschnitten . werden 
duich Bhenen, %^clclie duri-h P, den Koordinaten ebenen 
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Ortsgleichung. 9 

parallel, gels^ werden; z. B. wird die x-Kooi'dinate A 
abgeschnitten durch die Parallele zur y z-Ebene : PPj APj. 
Das hier bestimmte Koordinatensystem heisst: recht- 
winkliges, dreiasiges Koordinatensystem- 
Man legt jetzt mit Eücksicbt auf die Elektricitatalehre 
die Äsen wie in Fig. 1, so dass, wenn man eine Schraube 
von + X nach + y dreht, sie auf + z vorwärts schreitet 
(ßechtS'Schr auben- System). 

g 2, Ortsgleielmng. 

Gegeben P{(x„y„z,) (kürzer P(x, .. .), es soU 
flie Entfernung r des Punktes P vom Nullpunkt (als 
absolute Länge) bestimmt werde». Es ist (Fig. 2) : 
r= = OP/+y,^ OP/ = x,'' + z/; somit 
1) r'^xZ + y.' + s'/- 

Sieht man in dieser Gleichung r als festgegebone 
Zahl an und x, ; y, ; z, ; als einzeln betrachtet unbe- 
schränkt variabel und nur der Beschränkung durch, die 
Gleichung 1 unterworfen (was durch Weglassen der 
Marke 1 gekennzeichnet wird), so wird 1) erfüllt von 
allen Punkten, welche von die Entfernung r haben 
und nur von diesem, somit ist 1), der man die Form 
x^ + y^+z^ — ■r''^=0 geben kann, im Sinne von T. 1, 
§4 die Gleichung der Kugel mit Centrum und 
Radius r. 

Man sieht, dass eine Gleichung zwischen den als 
variabel betrachteten Koordinaten f (x, y,z) =0 (Vgl- 
T, 1, S. 21, Anmerk.) im Allgemeinen eine unendlichfach 
unendliche Menge von Lösungen hat und somit (wenn 
die Funktion stetig ist) eine Fläche darstellt. Zwei 
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Knsrdinüen 



Gleißhungea f = 0, y = Inben eine einfftoli unendliche 
Menge gemeinsamer Lüsuugen nnd stellen Bomit eine 
Linie dar, was schon diiaus erhellt, diss sie dpn Schnitt 
der Flächen f — und qi = lieiern Drei r41eichun8en 
haben eine endliche Menjje von Losungen und erireljen 
daher eine bestimmte Anzahl von l'unkten So stallte 




die Gleichling 1) 

Kreis mit Radius 

Gleichung 

welche voi 

sie ist die Gleichung der Parallelebene z 

Abstand x^. Die Gleichungen x — x, ^ 



e Kugel Aai, die Gleichung 

CyLinder, dessen Querschnitt ein 

lessen Axe die x-Axe ist. Die 

ij = ist I der Gesamtheit aller Punkte, 

- - - - Jiabeii ^. h. 



■0; j-r." 
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Der Strahl durch 0. 11 

stellen die Gerade dar, iE welcher sich die Ebenen 
X =^ Xj und j ^ y, achneidea, d.h. die Gerade PP^ der 
Fig. 1. "Und daa System x — x, = 0, y ~ y, = 0, 
z — Zi ^ liefert P als Schnitt der betreffenden drei 
Parallelebeneu. Die Gleichung einör der Koordinaten- 
ebenen z. B. der xy -Ebene ist z = 0, und wenn man 
die Gleichungen f(x, y, z) — und z = kombiniert, so 
ergeben sie eine Linie in der z-Ebene, deren Gleichung 
t(x,y,0) ^0; betrachtet man also dauernd z = 0, so 
hat man es wieder mit der analytischen Geometrie der 
Ebene zu thun. 

g 3. Der Strahl diircli 0. 

Die Richtung des Strahls OP (Fig. 2) wird be- 
atimmt durch die Winkel, welche er mit den positiven 
Zweigen der Äxen einschlieaat, wobei die Winkel > 
UDd < 180 genommen werden. Sie seien der Reihe 
nach a, ß, y, P/x, . . . und OP, als blosse Lange be- 
trachtet, gleich r. Er ist (Fig. 2) ; 

2) eosa-^i; „„^ ^ _ ?. . ^os j- = J 

oder s, ^ r cos « etc. Setzt man diese Werte in 1) 
ein, so ergiebt sich die wichtige Relation 

3) co3=« + c08V + cosV=l 

Diese Relation zeigt, dass durch 2 Winkel, z.B. 
a und ß bezw. deren Cosinus, dei 3 Winkel hezw, sein 
Cosinus nicht völlig bestimmt ist Dies ist geometrisch 
klar; derselbe Wert von a hezw cos a kommt allen 
Kanten des Kegels za, der durch Umdrehung eines 
Strahls entsteht, der mit OX den Winkel « bildet, 
desgl. ß alien des betreffenden Kegels mit der Axe OY, 
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12 Koordinaten. 

Beide Kegel schueiden sioLj ausser wenn a -[-/? = + 90, 
in welchem Falle cos j- — 0, ;■ = 90, in zwei symmetrisch 
zur xy-Ebene gelegenen Kanten, deren Winkel mit 2 
sich zu 2 Eechten ergänzen. Man sieht aher, dass cos a, 
C08 ß, und das Zeichen von cos ■/ hinreichen, um die 
Lage von OP unzweideutig festzustellen; cos«, cos ß, 
coay heissen die Bichtungskosinua des Strahls P. 

Durch T und die Winkel a, ß, y, zwischen deren 
Cosinus die Gleichung 3} bestellt, wird die Lage des 
Punktes P bestimnit, diese öröasen liefern daher eben- 
falls ein Koordinatensystem, es heisst (T. 1,8. 82): 
Polarkoordinatea (in der Potentialtheorie und der 
Integralrechnung werden mit diesem Namen meist die 
sph Krischen Koordinaten, Länge, Breite, Kugelradius 
bezeichnet). 

Sind die 3 Bichtungakosinus eines Strahls nicht 
selbst gegeben, sondern 3 Zahlen, o, p, q, denen die 
Cosinus' proportional sein sollen, und sei o ^ ^ cos a; 
p^^aoaß; q = ^ cos r, so giebt 3) -l = yo"'^ + p'+q', 
und wenn der absolute Betrag der Wurzel w genannt 
wird, und «, wie meist, Vi, d, h. also + 1 bezeichnet: 
-i ^ e w. Man erhält daher zwei entgegengesetzt 
gerichtete Strahlen OP und OP', entsprechend 
den beiden Systemen cos « = ^ — etc. und cos a' =: — — 
etc. Die 3 ZaMen o, p, q bestimmen also den Strahl OP 
nicht, wohl aber die Gerade PP'. Da jede Gerade g 
mit den Axen dieselben Winkel bildet, wie eine durch 
zu g gezogene Parallele, so ist die Eichiung jeder 
Geraden g bestimmt durch 3 Zahlen o, p, q, denen die 
Cosinus der Winkel proportional sind, welche g oder 
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Zwei Strahlen. 13 

eine ür parallele mit dea positiven Zweigen der Axen 
bildet. Man kann n, p, q ansehen als die Koordinaten 
ednus Punktes P, dessen Alistand von gleich w ist 
die Gerade g ist dann OP parallel. — Die llleichung 3) 
lässfc sich geometrisch interpretieren. Nach einem be- 
kannten Satz der elementaren Stereometrie ist die 
Projektioa Fp eines ebenen Fläohenstäcks F auf eine 
Ebene gleich F cos i, wo i der Neigungswinkel der 
beiden Ebenen ist; der Neigungswinkel zweier Ebenen 
ist aber gleich dem ihrer Lothe, und somit liefert 3) 
den Satz : 

Das Quadrat einer ebenen Figur ist gleich 
der Summe der Quadrate ihrer Projektionen 
auf die 3 Koordinatenebenen. 

g 4. Zwei Strahlen. 
Seien OP und, OP zwei Strahlen; a, b, c und 
a',.. ihre Eichtungscosinus; OP und OP der Länge 
nach gleich 1, "Winkel P OP sei v, dann ist Dreieck 
POP'='/,sinv; seine Projektion z. B. auf die zx- 
Ebene ist nach T. 1, 8. 16 = \ (c a' — a c'), somit liefert 
der letzte Satz die Formel; 

4) sinV=(ab'-a'br + {bc'-b'cy + (ca'-c'a)l 
Projiciert man den geschlossenen Linienzug der 

Pig. 2: OAP^PO auf OP', so ist (T. 1, S. 37, 38) die 
Summe der Proj'ektionen Null und somit cos v = a oos a' 
+b cos ß'-\-c ooa /, d. h. 

5) co9T = coaoco8e(' + oos jScosjJ'-J-cosycos/. 
Sind P und P' zwei beliebige Funkte auf denselben 
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strahlen, P/x. .P'{^x' ., ,, so ist x ^ r cos a etc., also 

Damit P und P' auf einander seiitrecht stehen, 
und also auch je zwei üinen parallele Goraden g und g' 
mnaa cos v = sein; also ist die Bedingung, dasa irgend 
zwei Gerade, gleicligiiltig, ob schneidend oder kreuzend, 
auf einander senkrecht stehen: 




Flg. 3. 

6) cos a cos a' + cos ^ cos ß' + cos y cos y' = O, 
wo cos o . , ,, coB o' . . . die Eichtuagskosinua Je eines der 
g und g' parallelen Strahlen sind. Die Formel 4} giebt 
beide Wiakel, welche die beliebigen, der Eiohtung nach 
gegebenen Geraden einschliessen, die Formel 5) nur 
einen. Diese Formel ist identisch mit der 
Grundformel der sphärischen Trigonometrie, 



y Google 



Zwei Punkte, die Gerade durch sie. 15 

dem verallgemeinerten Pjtliagoras im Raumo. Soi 
Fig. 3 ABC das apb. Dreieckj Kugelmittelpunkt, 
r Badius, OB die positive y-Axe, AB die xy-Ebene 
und die Bezeichnung der Seiten und "Winkel die ühliche. 

Es ist für den Strahl OA : Winkel „ = -|- — c; ß ^ c, 
J" " 90. Die Koordinaten von C ergeben sicih, da 
00c--y — a ist und oOa — B, als x' = r sin acosB; 
y'=:rc03a; z'^r sinasuiB; somit für die ßichtungs- 
kosinua des Strahla 00, da z.B. cos a' = -s.': r ist: 
cos a' = sin a oos B ; cos ß' = eoa a; cos y' = sin a sin B 
und für AOC oder b giebt 5): cos b = sin c sinacosE 
+ COSC cosa. 

§ S. Zwei Pnnkte; die Gerade durcli sie> 
Seien (Flg. 4) P. { x. . . P, ( x, . . . awe! Punkte, man 
denke sich durch Pj die Paralleleu zu den positiven 
Axen gezogen, so wird dadurch das Koordinatensystem 
paraüel verschoben, die Koordinaten von P, in Bezug 
auf das neue System seien: ^j, i;„ ^j, so ist z. B. 
^j=y, — y,. Die Winkel, welcbe Strahl PiP, mit 
den neuen +-Axen bildet, sind dieselben, welche er 
mit den alten bildet. Die Fig. 4 bezw. die Formel 1) 
glebt dann, wenn d die Lauge von PjP, bezeichnet 

1-) d' = (x,-x.)= + (y,-y.)^ + (z,-zj' 
and für die Eiehtungen erhält man ; 

2^} cos « = ^-^ etc. 

Sieht man in IS-) d als fest an, und ebenso Sj,y,,z,^ 
d.h. also Puakt P,, dagegen s^... als, einzeln be- 



y Google 



16 



Koordinaten. 



trachtet, variabel und nur der Bedingung l^") unter- 
worfen, so wird 1*) von allen Punkten, welcke von P, 
die Entfernung d haben, und nur von diesen erfüllt, 
ist also die GIcichTing der Kugel, welche am das 
Oentrum P mit dem Eadinj 





Flg. i. 



Die Gleichungen 2^) stellen unter der Annahme 
dasa P^ fest, und cos a . . , desgl., dagegen P^ und 
damit Sj . , . und d variabel, den Strahl Pj P^ dar; 
giebt man d auch negative Werte, so orliält man in 2^) 
die Gleichungen der Gerade» in der Form 
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Zwei Punkte, die Gerade durch s 
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don Zalilen o, p, q proportional sind. 

Betrachtet man, wie in T. 1, g 3, einen Punkt 
P{x..,, der die Strecke P,Pj im VerhiQtnis Z teilt, 
wo A, negativ, wenn P innerhalb, positiv, wenn ausaer- 
halb der Strecke P,Pj liegt, so ist wieder nach den 
Stroifensätzen : 

«, .^^-^t ... 

Insbesondere ist für die Mitte M von P,Pj die 
Zahl Z gleich — 1 und somit : 

8.) .„ = ^-4i... 

Die Formeln 8) gelten für jedes beliebige dreiaxige 
Koordinatensystem. 

Beispiel: A, B, 0, D seien 4 Punkte im Raum, 
deren Koordinaten durch die Marken 1 bis 4 unter- 
schieden werden sollen. Der Schwerpunkt ir, von B CD 
ist(V.{x, + x^ + X3), ... Sei S der Punkt, dev Ao, Ton 
A aus im Verhältnis —3 teilt (so dasa AS = '/.Äo-J, 
dann ist nach 8) 

Simon, Analjtlselie Goomatciü dos Hauius?. a 
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s<i+3A(5±5+5l,a.h.8{,,,..+,. 

Damit ist b. a. der Satz bewiesen: 

Die 4 Soliwerlinien eines Tetraeders 
schneiden sich in einem Punkte und, von 
der Ecke aus gerechnet, im Verhältnis 3: 1. 

Man sieht sofort, wie der Satz sich durch Sohlusa 
von n auf n+1 auf jede LeEebige Konfiguration von 
Punkten überträgt. 

Was in § 3. des ersten Teils über die harnio- 
nisehe Zttordttng von Punkten gesagt ist, behält 
Gültigkeit, nur dass noch zu den Formeln 2), T. 1, die 
entsprechende für die S.Koordinate hinzukommt: 
9) K+zJ (?+n-2(z,2, + U')- 

Auch der Schluss des § 3, T. 1 bleibt, und wenn 
wir zwischen den Gleichangea 8) die Grosse X elimi- 
nieren, 30 erhalten wir in 
10) x-^, ^y-y.^z,-z. 

die Gleichungen der Geradon, welche durcli 
die Punkte P, und P, geht. 

Sei Pj ein Punkt ausserhalb der Geraden P^ Pj 
und A { Xa, - . - irgend ein Punkt auf 

< >- 

P, Pj bestimmt durct 8), 
dann giebt 8) für irgend einen Punitt P | x . . . auf 

■<- > 

P,A 
,_ ». — -l'x, ^^^ ^ 
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und, wenn man A'{l^X)^/i setzt, 

welclier G-leiclmag man auch die symmetrisuhe Fürm 
geben kann 

") » « + (i + r ■•■ 

Indem maa Ä und Ä' bozw, aßy als Parameter 
im Sinne vou 1. S. 171 ansieht, welche die Werte von 
— QC bis-]- OD durchlaufen, erhält man alle Punkte 
der Ehene P, P, P^ und 11) beaw. 11*) sind also die 
Gleichungen dieser Ebene mittelst 2 Parameter. Eli- 
miiiiert man zwischen den 3 Gleichungen 11) die 
Grössen Z und /i, so erhalt man die Gleichung der 
Ebene als eine lineare Form 

.i + by + oz + d = 0, 
WO die Konstanten ab cd Funktionen der OrtePjPjP, 

§ 6. Die Ebene. 

Der Sti'ahl P (Fig. 2) wird bestimmt durch 
seine Kichtungekosinua. Ist P |x . . . und ist die T.Snge 
von OP gleich r, so ist die Formel Itmit; 

r = s cos a -|- y COB (? -|- z cos y, 
welche Formel sich auch unmittelbar daraus ergiebt, 
daas OP gleich der Projektion des Linienzuga OAP^P, 
der sogen. Koordinaten-TJmrias von P auf OP 
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20 Koordinaten, 

ist, Ijezw. d&ti die Fiojeltion dpa geSiLhlnssoiien Linioii- 
zugs OAPjPO auf jidn Gerade, also luck auf OV, 
wieder geschlossen, d h gleich Null ist 

Der Strahl VF bestimmt dim-h seine Lage voll- 
ständig die in auf OP sLnkiechte Ebpne e und OP 
ist der Ahatajid det Punktes P von £ Yeilingert man 
OP über hinaus his P'(x (Fig 5), so ist 
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Die Ebene. 21 

= — (x' cn3 a + y' cos (5 + z' cos y). 
Wenn, wir abor den Gfegensatz m dei Lage der Puakto 
P und T" in Bezug auf e dadurch /um Ausdruck 
bringen, dasa wir deu Abstand un eisten Fall positiv, 
im zweiten Fall negativ setzen, so ist der Abatand r' 
des Punktes P' von £ 

s'coso + y'cos/; + z'oo3^ 

Sei jetzt Q (Flg. 5) ein Punkt ( | . . ., auf derselben 

Seite von s wie P, man fälle von Q auf « das Lotli QC, 

nnd mache OP = QC, dann ist OPQC ein Rechteck, 

PQ steht auf OP gleich GQ senkrecht, und es gilt 6); 

dabei sind die EJchtungskosinus von QP: -j-,-n~ ■■ ., 
somit geht 6) über in: 

(f-x)o... + ... = 0, 
der man auch die Form geben kann; 
Jco8« + )jcos(! + fco3 3'=^xcosa + yco3(3 + zcos^ 

wo q den Abstand des Puaktes Q von e bezeichnet. 
Liegt ein Punkt Q' mit P' auf deraolbon Seite von t< 
80 erhält man wieder 

?'co,.' + ... = r' = ,', 
nur dass in diesem Falle q' negativ ist. 

Sind also xyz die Koordinaten irgend 
eines Punktes oder Ortes P, ao ist 

xcosa + jcos^ + zooaj' oder H(x,j,z) 
eine Funktion des Ortes, P, welche den mit 
seinem Zeichen versehenen Abstand des 
Punktes P von der Ebene « darstellt. 
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Auf der Ebene e und nur auf e ist H sowohl + 
ala — , d. h. Null, waa auch unmittelbar aus 6) hervor- 
geht, somit ist 

H-^XC0Sß4-yCOS^H-ZC0SJ' = 

die Gleichung von « und die Seite you OP 
die positive, die von OP' die negative von e, weil die 
Form H auf der Seite von P positiv, auf der von P' 
negativ, auf e Null ist, und diese Beziehungen nach 
dem Prinzip von Drobisch-Möbius {T. 1, S. 12) um- 
kehrbar. 

Da nach Pestsetzung des Zeichens r denselben 
Wert hat fiir die Punkte der durch P zu e parallelen 
Ebene «; und nur für diese, so ist 

i.0B« + ...-r-O 
die Gleichung von ^. Legt man durch P' zu e die 
Parallelebene tj', so ist ibre Gleichung zunächst 
X Bos a -|- . . , — r' ^ 0, diese ist 
(mit xoos(ji — a) + ...— 1 r' I =0; 
aber it — a . .. sind wioder die Winkel, welche P' mit 
den Äsen bildet, und | r' | ist die absolute Länge von 
OP', somit sieht man: die Gloichung jeder Ebene e 
kann die Form annehmen 

12) xcosß + ycos^+zcosj.~n=.0, 
wo n die stets absolut genommene Länge der Normale 
von auf e ist, nnd «... die Winkel, welche diese 
Normale von ausstrahlend mit den Axen bildet. Die 
Form 12), kurz mit H bezeichnet, heisst die Hesse'sche 
oder Normalform der Ebene (T. 1, 8. 33). 

Setzt man in die Form H von e die Koordinaten 
irgend eines ortsfremden Punktes Q | xq , . . , so ist 
H-x,co.» + ...-b; 
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Die Ebene. 23 

die 3 ersten Glieder geben den algebraiscLen Abstand 
+ d des Punktes Q von der durch au « gelegten 
Parallele w; er ist sicher + d und > n, wenn i und 
Q an vei^ohiedeTien Seiten von e liegen; Hq — d — n 
ist dann auch positiv und gibt den Abstand 
des Punktes Q von «. Liegt Q zwischen « und re, 
80 ist Hq==d — n, aber n > d, also Hq = — (n— d); 
setzen wir fest, dass Q in diesem Falle negativen 
Abstand von e habensoll, so iatHp = — (n — d) dieser 
Abstand. Liegt re awischan Q nnd e, so hat Q nega- 
tiven Abstand von n, und es ist 

Hq = — d— n = -(d + n); 
giebt maa auch in diesem l"alle dem Abstand des 
Punktes Q , der absolut betrachtet d -]- n ist , das 
Zeichen — , so ist Hg auch in diesem Palle der Ab- 
stand des Punktes Q von e. Man kann die Zeicben- 
regel vereinfachen : Q habe positiven oder negativen 
Abstand von e, je nachdem Q und an entgegen- 
gesetzten oder gleichen Seiten von e liegen. Alsdann 
giebt Hq in allen Fällen den mit seinem 
Zeichen versehenen Abstand des Punktes 
Q von .. 

Die Seite der Ebene, auf der der Nullpunkt nicht 
liegt, beisst die positive, die andere die negative. Dass 
bei dieser Festsetzung von jeder Ebene, die nicht 
durch selbst geht, negativen Abstand hat, ist eine 
natürliche Konseqaenz davon, dass wir n stets positiv 
nehmen. Denn wenn wir PO, das von P auf ^ ge- 
fällte Loth positiv nehmen, müssen wir P, das Loth 
von auf e, negativ nehmen. 
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24 Koordinaten. 

§ 7. Die allgemeine Torrn <icr Gloiclnin^ der Ebene. 

Die GJeicliuiig der Ebene in Hesse'scher Porin 
ist vom 1. Grade in don Koordinaten jedes ihrer Punkte 
(lineare Panktion des Ortes), umgekelirt stellt jede in 
Panktkoordinatea lineare Gleioliung eiae Ebene dar. 
Sei U = ax + liy + ca + d = die lineare Gleichung, 
man multipliziere sie, — wodurch ihre Valenz (T. 1. 
§ 4 . . .) nioLt geändert wird — mit einem tob x, y, z 
unabhängigen Paktor i*, dann können wir setzen : 

und 1* so bestimmen, ia a 1) d'e Gl ' h ng 3 e füllt 
wird, dies gibt ^ = ya + I + ^+ ni ) \ 

Zeichen der "Wurzel so b t n men da ^ d n g t 
ist. Dann wird durch 1 Gl 1 u gen n h ^ n 
ganz bestimmte Kormal OP ndlmtuh Eu a t 
OP in P senkrechte El ne 1 t nt le en PI 
chungTJ = ist. Di Be t mm n/ irl 
deutig, wenn d selbst z dtglhO tde Ebene 
e durch geht. Die 1 gt n d N t le Sa 1 
denn wenn man, statt n§b nd "^mlOP 

umgekehrt von der Eben I h au g H t 

■willkürlich, welchen v n den bt 1 1 n OP u d OP m n 
als die Normale zu e ansieht. Wir setzen fest, dass es 
derjenige sei, für den fi das + Zeichen hat, also gleich 
w ist. Die Seite von «, auf der die Normale liegt, 
heisst die positive, und dann bleibt die Bedeutung von 

Hq auch für diesen Pall bestehen, und — - gibt für 
den ortsfremden Punkt Q den mit seinem 
Zeichen versehenen Abstand von der Ebene 
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Gerade und Ebene. 25 

Bin besonderes Interesse hat die Form A^ai 
+ by + cz— 1=0, denn setzt man darin z. B. s = 0, 
z =0, so wird j ^^ b i, d. h. man hat in A die Axen- 
foim Jet Ebene (T 1. 8. 24) und ahc sind die reci- 
proken Werte dei btucke, welche die Ebene A^O auf 
den Äxea ibauhneiilet Die Form A ist wieder von 
den "W inkeln der Koordinateaebenen unabhängig, A 
geht in H über durch Division mit +ya"+b' + c^. 
Sind a b, c in der Form A alle drei 0, so ruckt diö 
Ebene mit 3 Punkten ins TJnendlicbe, ihre Gleichung 
nimmt die paiidnxe Form an: — 1=0. Diese Glei- 
chung ist fui keinen Punkt im Endlichen richtig, man 
kann sin dabei oder die ihr äquivalente d ^ (d kon- 
stant) als die Gleichung einer unendlich-fernen Ebene 
i,nseben (\g[ T 1 is 49.)- Sei B irgend ein Pankt 
im Unendlichen, 1 h ein Punkt, für den mindestens 
eine der Koordinaten, z, B. Xh über jedes Mass gross 
ist, 30 dass sjj -|- d | xb, wir können dies so auslegen, 
als geniige B der Relation d = 0. "Wie wir annehmen, 
alle unendlich -fernen Funkte der Ebene liegen auf Einer 
Geraden , so können wir jetzt alle unendKch fernen 
Punkte im Raum auf Einer Ebene, der Ebene d = 0, 
der XJnendlioh-f ernen Ebene annehmen. 

% 8. Gerade und Ebene, Ebene und Ebene, (icrade und 
Gerade. 

Sei g eine Gerade, gegeben durch einen Punkt A 
und ihre Itichtnng und e eine Ebene, bestimmt durch 
ihre Normalform; es soll der Schnittpunkt 8 jl^^j? he- 
atimrut werden. Aliege auf der positiven Seite von e, dann 
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26 Koordinaten. 

iat (§ 5) i ^^^x — ^ ^°^ «... 2ur Bestimmung von r 
fällt man von A auf e da.3 Lott AB und verbindet 
AB mit S, da dies Jjoth nach § 7 Ha ist, so ist 
r = Ha : cos v, wo v der Winkel ist, den g in der Eich- 
tang S A mit der Normalen von e bildet. Dieser Winkel 
ist das Komplement des Neigungswinkels zwischen g 
und s, Ist H ^= cos o' k + . . . j so ist cos v = sin i 
= cosooosa' + . .. nach Formel 5. Liegt A auf der 
iiegativeu Seite von b, so wechselt r das Zeichen, aber 
H ebenfalls, so daas allgemein für den Schnittpunkt : 
Ha 

^^^--d^''"'^" 

wenn sinic^O, ist g//e, ist dann noch Ha ^^ 0, so liegt 
g ia e. 

Ist Q irgend ein Punkt, so ist die algebraisohe 
Länge dea von ihm auf e gefällten Lothes Hq, die Glei- 
chungen des Lothes siad, da dasLoth der Normale OP 

parallel ist: ^^^ = ^-^ ^ — ^-. Hat man iür e die 
" cosa coai? cosy 

Form U, so werden diese Gleichungen : ^= . , . . 

Seien e^ und e, zwei Ebenen, ihre Schnittgerade 
s zu finden. Für s^ und s^ seien die Normalformen ge- 
gegeben, die wir abgekiirat schreiben; tix-[- ^y + yz — n 
= 0, "'s .... Die ßichtuQgskosinus von s gibt die 
Thataache, dass s auf beiden Normalen senkrecht steht, 
also, wenn wir die Kosinus von s, u, v, w nennen; 
ou + ^v + j-w-O; a-u + ^'v + j-'w^O; 
u' + v^+w' = l. 
Wir bezeichnen ein für allemal die Differenz 
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P l'""*!?' ^^ [P 1^' ^^^'' geben die beiden ersten 
GleicliUDgen : u = -t[|53'']; v=.i[To']; vr~A[aß'] und 
die 3. gibt für ^ nach Formel 4 §4: ^^:(siai)-i, wo 
i den "Winkel zwiscben den Normalen und also auch 
Bwisclien den Ebenen beaeicliuet. Statt u v w kann 
man nach § i auch tutvtw setzen, sind s und s^ in 
allgemeiner Form gegeben, so sind die Richtungs- 
faktoren ihrer Schnittgeraden : [bc']; [ca'J; [ab']. Am 
beq^uematen bestimmen sich die Koordinaten eineaPunttea, 
in denen s eine der Koordinatenebenen, z. B. die xz- 
Ebene achneidet. Für diesen ist 

"Wenu aini = 0, so sind [«(?'].-. alle 3 Null, die 
Richtung von s wird unbestimmt, und die Punkte, in 
denen sie die xy... Ebenen achneidet, liegen im Un- 
endlichen, also rückt s ins Unendliche , die Ebenen 
haben ihre Unendlich ferne Gerade gemeinsam, sie sind 
parallel. "Wir haben also als Bedingung des ParalleUs- 

13) ■^ = -^^i^ bezA^r A= ^A 
■■ a' ß' y' a' b' c' 

wenn die Ebenen in der allgemeinen Form gegeben 
sind; da der konstante Faktor /* : ^' weggelassen wer- 
den kann. 

Wenn zwei Ebenen auf einander senkrecht stehen, 
so stehen auch ihre Normalen auf einander senkrecht. 
Dies gibt als Bedingung 

14) aa' + bb' + oc'-O. 

Allgemein wird der Neigungswinkel zweier Ebenen 
gegeben dorch 
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15 coaY = -^ y^ , 

wo die ZJeicben von n und t^' sict naeli den in § 7 
gegebenen Regeln bestimmten. 

Sind g und g' zwei fteiade, bestimmt je duiob 
rinen Punkt und die Eichtung so ist zunächst analy. 
ti-ich ebenfilla klar, dafa die Geriden sich im Allge- 
meinen kteuzen weiden di zur Beatimmung dir 3 TJn 
bekannten 4 (tIbk, hangen \ orhaaden, so dais also eme 
Bedingung zwischen den Konstanten von g und g' er 
füllt aem muas wohl abei besitzen die Gel iden stets 
einen kürzesten Abstand &, der im "Ulgememen in dei 
Eiiohtung von g na:,h g' genommPD, mit den Axen ganz 
bestimmte Eiohtungsko^iinua u v n bildet Da d aut g 
und g' senkrecbt steht so Iinbnn wir zur "Bestimmung 
von u V w dieselben Gleichungen wie fui s, nur dass 
1 dpn Winkel zwischen g nnd g bedeutet {gl eich giltig, 
b spitz oder stumpf, da n ir dei hinus vorkommt) 
Da d 1er Abstand dei beiden parallelen Ebenen ist 
welche wii duich g |[ g' und dureb g parallel zu g 
legen können, so ist 

d = n,-n,_(x,-,,)u + (r,^j,)T + K-.,)w 

d,ini- (, -xj [?,'] + (y,-y,) [,«■] + (>.~e,) [. J'] 
Und die Bedingung, dasa die beiden Goraden sich 
schneiden, ist; 

16) {s,-x,}[^/] + ...-0, 
in welcher Eormel a . , . a' . . . durch proportionale 
Zahlen o .'. . o' . . . (§4) ersetzt werden können. 

Die Gleichung 16) ist sicher erfüllt, wenn wir 
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Xj— s, = Xa oder Za' setzen, da dies bedeutet, Aoss 
x, auf g bezw. x^ auf g' liegt {§ 4; 7*); es ist daher 
identiaeh. : 
16«) a[^/] + ... oder „' [^/] + .. .^ O. 

Aue 16) folgen sofort die Gleichungen einer Ge- 
raden 1 TOQ bestimmter Richtung, welche zwei gegebene 
Geraden g und g' schneidet. Ist ^tj ^ ein Punkt von 
1, sind opq die Rieb tun gsfaktoren, so sind nach 16) 
die Qleichutigon von 1: 

17) (|-x,)[H] + ... = Oi (!-::,)[?' q] + ... = 0, 
wo also [^q] = yjq — j-p ist. Setzt man für o, p, q: 
.i[/3 /],,., so ist 1 die gemeinsame Senkrechte. Um 
den Schnittpunkt von 1 mit g oder g' zu finden, hat 
man nur nötig, Eine der Gleichungen 17 mit denen 
von g oder g' zu kombinieren. 

Sieht man in einer der Gleichungen 17, 

sie eineEhene dar, welche die Gerade g ent- 
halt, denn di^e Ebene eithalt den Punkt ■>:, ,,, und 
wenn x ein anderei Punkt von g, so ist s — s = ,t « . . . , 
und damit die Gleichung auch von -t erfüllt 

Ist ausser der frertden g noch ein Punkt A I Xa 
ausserhalb g egeben so kinn man als Gei ide opq 
die Gerade ansehen, welche A mit d m Punkt Xj . , . 
veibmdet, dann sind Oj pioportional x — Xj . . und 
min erhalt als Gleichung dci Ebme durch 
gund A 

18) a-x.)[^(za-zJ]+... = 0. 

Ist g eine der Axen, z, B. die y-Axe, so sind 
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a und ^ :^ Ol ,8 == 1 ; Xj y^ a, können i^ Null gesetzt wer- 
den, und man erhält 

18«) ^xa— ^Zaz^O oder [fXaJ^O, 
was man aucli direkt ableiten kann, 

Ist g durch einen zweiten Punkt x^ . . gegeben, so 
sind ct.. proportional x^ — x,, und somit ist 

Die Gleiohung der Ebene dur h dip 3 
gegebenen Punkte tni he Elimination vom 
Sühluaa des § 5 ist ohne Eechnui^ ToUzogen 

§ 9. Die gerade linle in linlenkotiflin^ten 

Setzt man in 18) fir x^y^za X H d L I gt man 
durch die Gerade g an 1 Ion N illpunkt dip Ehene 
(0, g), ao erhält man 

18") (i-^0[s^r] + ■■ = <>. 

Die örösaen (y^Y—z^^); (z^„_s,j,); {s^ß—y^a) 
sind also den Eichtuugskosinus der Ebene (Og) pro- 
portional. 

Legt man durch g eine Ebene, wekhe einer der 
Axen, z, B. x parallel ist, so ist o — 1 ; p — 0, q = 
und 19 geht über in 
(^_y')j,_(;— z')^^0, oder fiy-^0 = y'Y—i,'p = A. 

Kombiniert man diese Gleiohnng mit der Gleichung 
s =: , so stellt sie die Gerade dar , in welcter die 
Paj-allelebene durch g zur x-Axe die y z-Ebene schneidet, 
d. h. die Projektion der Geraden auf die 
yz-Ebene. Wir haben also als Gleichungen der 
3 Projektionsebenen das System 
20) ,,y-Sß^A; Ca-ir = '^\ §iS— fl« = c, 
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worin a; ß; y; den 3 Bichtungskosinua der Geraden g; 
a; b; o; den 3 Eichtangakosinua der Ebene (Og) pro- 
portionale Zahlen a'mi. Dwrcb zwei von diesen Gleich- 
ungen ist (waa a priori klar) die 3. bestimmt , da 
identisch 
21) aa + b,'(-f C3. = 0. 

Die 6 Grössen «... a..., zwischen denen 21) be- 
steht, bestiramea die Gerade g, es aind daher Koordi- 
naten von g, sie heissen speziell Liniealtoordinaten 
(Plücker), sie empfehlen Bicb durch die AUgemeinheit 
ihrer geometrischen Bedeutung fär die Gerade. Da die 
Ebenen 20) durch Multiplikation der Gleichungen 20) 
mit einem beliebigen Eaktor sich nicht ändern, so hängt 
die Lage der Geraden nur von den Verhältnissen der 

Grössen ab, z. B. — ; — , , ,, und da zwischen diesen 

5 Grössen noch 21) besteht {in der Form 

a + b{-+...=0), 

so sind nur 4 von ihnen beliebig, und wir haben im 
Kaum eine cc*fache Scbaar von Geraden. 

Ist die Gerade in Linienkoordinaten gegeben, so 
ist es leicht, die Koordinaten von zwei ihrer Punkte 
auszudrücken; schneidet die Gerade g z. B. die xy- 
Ebene in und die zx-Ebene iu B (Fig. 6), und pro. 
jiziert man BC in E'C' auf die x-Ase, so ist C der 
Punkt, in welchem die Projektion von g auf die zx- 

b 
Ebene die x-Axe schneidet, also 0C'~ — — , ebenso 



> also Punkt C|- 



hß_+ 



t^; 0. Fe 

«y L 
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ein Punkt der Projektion you g auf die xy-Ebene, und 

gehört zu ^ = I und ebenso B i — ; ; — -^. 

Der ZuaatnmenliaQg awiacteii dea Linienkuordinaten 
und der Bestimm uTig der Goradea durch einen Punkt 
und die Eichtungsfüktoren ist evident; ist die Gerade 
durch zwei Punkte gegeben, so sieht man, dasa 




^2—^1 Ja— Ji ^i— z, 



[y.zj [.,x,] Ky,]- 
Hieraus ergiebt sich z, B. die Bedingung 16), dasa 
ei Gerade a . . und a' . . . sich in Einem. Punkte 
i Linionkoordinaten — [wenn man den 
Schnittpunkt seihst als Xj wählt] 

16^) aa, + ßP, -h yy, + aa, -|- bb, + oo, = 0, 
also in sehr übersichtlicher Form, 



y Google 



Die gerade Linie in Lioienkoordinaten. 33 

Jede Gleichung zwischen den 6 Linieafeoordinaten 
hebt aus der co 'fachen Schaar aller G-eraden eine 
oo'faohe Schaar heraus, welche Linien- oder Strahlen- 
Komplex heissi:, Ist diese Gleichung vom ersten 
Gtrad, so heisst der Strahlenkomplex : linear. Za be- 
merken ist, dasa, da die G-erade durch die Verhältnisse 
der Koordinaten bestimmt ist, die Gleichung, welche 
den Komplex definiert, selbst nur von den Verhältnissen 
abhängig (homogen) sein darf. 

Sei der Komplex definiert durch die Gleichung 

23) d,a-fd,i? + d3j.+ ^,ft + -5,h + J3C^O, 

wo d und c! Konstanten sind; Damit eine Gerade dea 
Komplexes durch den Punkt P { x, . . . gehe, muas 23) 
mit 22) kombiniert werden. Diea giebt 

24) d,{x-j!,)+... ,1, [yzJ + ..^0. 

24) ist in x, y, z, linear und ist erfüllt, wenn 
s =^ Xj . . , ., sie stellt also eine Ebene e dar, welche 
durch P geht; also; 

In jedem linearen Strahlenkomplex gehen 
darcb jeden Punkt co' viele Strahlen des 
Komplexes, welche eine Ebene bilden. 

Die Ebene e heisst dem Punkt P zugeordnet. Man 
kann auch sagen, alle Strahlen (des Komplexes), welche 
in B liegen, schneiden sich in P, und so gehört zu e 
wieder P, au jeder Ebene ist Ein Punkt zugeordnet, 
(auaser wenn jede Gerade in e ztim Komplex gehört). 
Man kann dies durch die ßeohnung bestätigen. 

Ea sei « j ux + vy+ wz— 1^0; g. und g, zwei 
Strahlen in *, P ihi Schnittjunkt dann hegen alle 
Strahlen . von P auf s und die Gleichung von e ist 

Simon, AnalytiacUe Ta meine les Eauo e' B 
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j 24), das gibt zur Bestimmung von P die Gleichungen 

(<i,-<,2, + i.j,)=ii(a,j, + a,,, + a.2,) 

('i,-«.», + '',^,) = »('i,-, + ■!.?, +'!.>',) 

('i.-'',yi + <,»,)=w(d,x, + d,j, + a,i,,) 

wodurch x, y^ Zj im allgemeinen eindeutig beatimmt 
sind, Daa System enthält nichts, was den Geraden g, 
und gj eigentümlich iat, und gilt somit für alle, es 
schneiden sich also alle Strahlen des Komplexes auf e 
in P. Die Strahlen dea Kom.pIexe3 durch einen Punkt 
erfüllen eine Ebene, die Strahlen einer Ebene wieder 
einen Punkt; man betrachtet die Strahlen durch eine 
Gerade g. 

Seien A und B zwei Punkte auf g, und a und ß 
ihre konjugierten Ebenen, sei P ein Punkt auf der 
Schnittlinie a von a und ß, dann sind AP und BP 
Strahlen, also auch PA und PB; die Ebene von P, sie 
sei jt. geht also durch A und B und aomit durch g. 
Ist also C irgend ein Punkt auf g, so ist P ein 
Strahl, folglich auch QC, wenn (J ein anderer Punkt 
auf s ist, also geht die Ebene i von C wieder durch 
a, d. b.: JederStrahl des Komplexes, welcher 
g schneidet, schneidet auch s und umgekehrt. 
Der Geraden entspricht also wieder eine Gerade. 
(Dualitätsprinzip.) Man kann auch sagen ; Liegen 
die Punkte A, B, C . . . auf Einer Geraden g, 
so schneiden sich ihre Ebenen a, ß, y ■ ■ auch 
in Einer Geraden s, der Konjugierten von g. 

Seien A B C D die Ecken eines Tetraeders, a ß y d 
ihre konjugierten Ebenen, ß y i schneiden sich in 8, etc., 
dann sind S, B ; S, G ; S, D Strahlen [weilB S, etc. Strahlen 
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sind], also liegen sie in einer Ebene o, also liegt S, in 
BCD und der Tetraeder 8, S, S, S. ist dem 
Tetraeder ABCD zugieicli um- and ein- 
geschrieheii. Diese merkwürdige Beziehung ist von 
Möbius entdeckt, 

n. Abschnitt. 
Das Daalltätspriiizip. 

§ 10. J)ci- EbenenMschel. 
Seien H, = nnd H, ^ die Gle chungen zweier 
Ebenen «, und e^ in NormEdform (§ b) und P em 
beiden Ebenen ortsfremder Punkt. Die Substitution 
der Koordinaten von P in die Form H weido luich 
H bezeichnet; sie liefert den (algebraischen) Abstaii 
zwischen P und e. Nennt man diese Abstände p und 
P(, so ist p, ^H^"*; p, =Hj''; es sei pj p = /l Siebt 
man in dieser Gleichung Ä ais feste 7ihl an, P aber 
und seine Koordinaten als bis auf die Bindung durch 
die Gleichung unbesebrankt variabel, (was man durch 
Weglassung der Marke P in den Formen H andeutet), 
so ist H, — ^E, =0 die Ortsgleiobung des Punktes P. 
Diese Gleichnng ist als lineare die Gleichung Ug ^ 
einer Ebeno e^, und da, wenn H, und Hj zugleich ver- 
schwinden, Uj von selbst verschwindet, so geht e^ durch 
die Schnittgerade von e, uad «j. Man Yerglciche T. 1 
§ 8, die Betrachtungen sind fast wörtliob dieselben, 
nur dass statt „Gerade" Ebene gesetzt wird. Die 
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(analog T. 1) (31) etc. den Neigungswinkel zwischen 
den Ebeaen bezeichnet. Dieser Sinusquotient heisat 
wieder das TeilungsYerliältnis des "Winkels (12) 
der Ebenen «^ und b, durch gy Wir haben also den 

Der Ort der Punkte, deren Ab stände von 
zwei festen Ebenen ein festes Verhältnis 
haben, ist eine Ebene durch ihre Schnitt- 
gerade. 



Umgi kehlt teilt jede Ebene e^ duich din SJmitt- 
gerade von e, und e^ den "Winkel (12) in bestimmtem 
Teilungsveihaltnis A,, und tur jeden Punkt aut s^ ist 

^ = ^ somit muss U, = H,— AH^^O die Gleichung 
Yon Sj aein. Der Beweis kann auch wie in T. 1 ge- 
führt werden. U, — a^ x + b, y -[- c^ a | dj ; bestimmt 
man 2 Zahlen a und r, so dass 
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so ist TJ3 = oF, + rH, + fz + g. Soll nun IJj durch 
(H,HJ gehen, so muss fz + g für die unzähligea z 
aller Punkte dieser Geraden verschwindan, das ist nur 
möglich, wennf = Oundg-Oiat, d. h. U^^o-H, +i:Hj, 
also IJ, =0 (T. 1 § 4 Schluas) { H,— ^H, =0. 

Die Ebenen e^ und e, teilen den Raum in 4 
Fächer, die zu je zwei und zwei als Scheitolraume 
gleich sind; in dem einen Paar, wir wollen sie den 
Aussenraum nennen, haben die Abstände gleiches 
Zeichen, in dem andern Paar, dem Innenraum, ent- 
gegengesetztes Dieht sich «g im Innenraum von e, 
nach «,, SO nimmt -t fortwährend ab von — bis — co, 
dreht sich Cj dian weiter durch den Aussenraum von 
gj nach Cj, ao nimmt ^ ab von + oo bis + 0. Es gehört 
also au jeder Ebene e^ Ein Ä und zu jedem Z wieder 
diese Ebene Man nennt eine solche Seh aar von 
Ebenen ein Ebenenbüsohel, die gemeinsame Ge- 
lade heisst der Ti ager des Büschela, die Grösse Ä der 
Parameter 

Zu jedem Wert des ^ im lunenraum gibt es einen 
entgegengesetzt gleii,hen im Aussenraum, die zusammen- 
gehnrigen Ebenen e^ und e^ beisseii konjugiert. Man 
sagt, c, und Cj worden durih Sj und e^ harmonisch 
getrennt, da, wie T 1 bewiesen, auch umgekehrt s^ 
und e, durch e^ und s^ harmoniach getrennt werden, so 
sind auch e^ und e^ konjugiert, und die 4 Ebenen, 
deren Gleichungen 

1) H,=0; Hj^O; H,— /tH,=0; H,-}-/tH,=0 
bilden ein harmonisches System. Die Harmonie 
der Ebenen wird auch ausgedruckt durch die Gleichung 
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^) B()2)+,m{42)-<'- 

S nd 1 GleichuTjgen der Ebenen e, und e, niclit 

n N If 'm gegoben , sondern in allgemeiner, so 

bl b de Gleioliungen des harmonisohea Systems be- 

t hen V n 2) versteht sich das von äelbst, aber auch 

1) r =0 iJ,=o; u,— KU,; u, +k:u, 

sind die Gleichungen eines harmonischen Systems, denn 
da ftV = S. — {§ 7), so ist dies System äi^uivalent mit: 



und dies ist nacli 1) harmonisch. 

Es bleiben die Satze des T. 1 § 8 mit der : 
gegebenen Vertausohung alle bestehen, wi 
nur den Hauptsatz; 

Ein harmonisches Ebenen-Syatem wird 
von jeder Ebene, die nicht zum Biisuhel ge- 
hört, in 4 harmonisohen Strahlen geschnitten. 

Die Ebenen seien XI, ; U, ; IT, — .J U, ; U, + .1 IJ„ die 
5. Ebene sei V, dann ist ohne weiteres klar, dass die 
4 Sohnittgeraden sich auf ilem Träger des Büschels 
schneiden, also einem ebenen Strahlenbüsohel ange- 
hören. Wählt man die Ebene V = zur zx-Ebene, so 
erhält man die Schnittgeraden dadurch, dass man in den 
4 Formen der Ebenen y = setzt, somit sind ihre 
Gleichnngen n^ =^0; Hj =^0; u,^^nj=:0; u, + -^t1j =0, 
d. h. aber die 4 Geraden sind harmonisch. 
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E n ausgeze linetea System at w e 1er das, in dem 
X de We t 1 ( at « und e d e 1 e den Halbiernngs- 
ebene de E mv kel aw bohen e d b^ sind. 

Aus lern el e be es n n Satz er^iebt sich sofort 
der Sata: 

Bin liarmonisohea Ebenensystem wird 
Toa einer Geraden in einem karmonischen 
Punktsystem geschnitten. (Jede Ebene durch 
g schneidet das Ebenensyatcm in 4 harmonischen 
Strahlen, und das Punktsystem ist ein Suhnitt dieses 
Büschels.) . 

Dieae Sätze sind umkehrbar : Sind ÄBCD vier 
harmonische Pnnkte und legt man durch 
Eine Gerade und die 4 Punkte die 4 Ebenen 
(man sagt: Projiziert man die 4 Punkte von einer Ge- 
raden aas) a, ß,y,i, so bilden diese ein harmo- 
nisches System. Die Koordinaten der harmonischen 
Punkte sind: 

Xa — -^Sb xa + .^ Sb 

Xa Xb ^_^ ... ^^^ 

(§ 5 in T. 1 § 3) und die Formeln 18 § 8 beweisen 
den Satz, oder noch einfacher 18*), da man jede Ge- 
rade, also auch g als y-Axe ansehen kann. 

Beispiel BU Formel r, = H. — ^H^. 

Ks seien s^s^b^ drei Ebenen, welche ein Dreikant 
SAB C bilden. SA, 8B, SC seien die Kanten, SAB = f, . . . 
Man wähle den Anfangspunkt im Tunern des Drei- 
kants, dann sind s^ — «^ = — H^ ; e^ — e, = H, ; 
*j — e, ^= Hj ; die Halbierungsebenen '?j ; 'Ji ; Tj j der drei 
(Inneren) Keile oder Winkel des Droikants y, a, ß 
[y der Winkel zwischen den Seitenflächen e^ und e^. 
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die sict in der Kante S C sctneiden ] Da 

H, + H, + Hg = 0, so sdineilen suh die Ebpnen in 
einer Geraden. Die Satze Jibei die Drei un l "\ lel 
kante gewinnen an Än-'chauh.ch.keit wenn min sie anf 
die Kugel überträgt, wekLe man um len Scheitel S 
des Vielkants mit beliebigem Eadins den man ah 
Längeneinheit wählt, schlaft den aogenannten Ku.:;el- 
achnitt des Vielkant Es kommt das darauf hmani, 
die Ehonen. des Büschels von einem behebigen Funkt 
des Trägers S aus aut eine Ku^el mit Gentium & zu 
projizieren ; die Ebenen des Büschels projizieren sich 
dann auf die Kugel als eine Schar von Meridianen, 
d. h. Hauptkreisen mit gemeinsamem Durchmesser (auf 
dem Träger des Büschels). Da für alle diese Haupt- 
kreise der KugelradiuB derselbe bleibt, so. unterscheiden 
sie sich nur durch die verschiedenen Gleichungen der 
Ebenen des Büschels und können daher mit denselben 
Formen bezeichnet werden. Den Hauptkreis nennen 
wir Kugelgerade, seine Hälfte (Kugel-) Strahl ; einen 
Bogen desselben, der kleiner als der Halbkreis : (Kugel-) 
Strecke, und als Lange desselben setzen wir den Si- 
nus seines Centrum winkeis bezw. seiner Ampli- 
tude. Der eben bewiesene Satz heisst dann ; 

Im sphärischen Dreieck schneiden sich 
die Halbierungslinien der drei Winkel in 
einem Punkte, dem sph. Mittelpunkt des 
Inkreises. 

(Heisst dieser /t, so ist sein Gegenpunkt fi' eben- 
falls Centrum des Inkreises, da auf der Kugel jeder 
Kreis 2 Ceniren hat.) Wir brauchen den Satz für die 
Uebenräume nicht erst zu beweisen, denn wenn wir 
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den Gegenpunlit von A durch A' aeiolmen, so ist 
BGA' aaoh ein Bphärischea Dreieck, und hat daher 
auch eine Mitte dos ' Inkreises. [Es Ist : (e^ + £,) 
-f (e^ _ s^) -_ (e^ + £j ^ 0.] Bilden wir H - e,+ s,+ *,, 
so ist H=0 die Gleichung einer Ehene beaw. einer 
Kugelgeraden % welche 1) durch S geht, da H = ist, 
wenn alle 3 « Null sind, 2) durch die Schnittgerade 
von e, und 1,63 + 83) bezw. durch den Schnittpunkt des 
Kugelatrahls «, und («j + ej) geht. "Wir haben, heisst 
das, auf der Kugel wie auf der Ebene den Satz : 

Die Halbierungslinien der Nebenwinkel 
schneiden die Gegenseiten in 3 Punkten, 
welche auf einer Geraden Hegö,n. 

Vier harmonische Ebenen bezw. Halbehenea des 
Büschels projizieren sich auf der Kugel in 4 Geraden 
bezw. Strahlen, welche harmonische genannt werden 
sollen; Tier harmonische Strahlen, vom Centrnm S aus- 
gehend, projizieren sich in 4 harmonischen Punkten. 
Sind ÄCPQ vier solcher Pankte, so ist wenn wir 
sin AP etc. kurz AP etc. 1 



CP^CQ "■ 
Es gelten dann die Sätze § 7, 1 alle für das Ebenen- 
büschel bezw. für das Kugel- Strahlen - Büschel, z.B. 
Fig'. 8. Legt man von einem Punkt Q auf einer der 
harmonischen Strahlen TJ,ü,UjTJ, (Ebenen) z. B. von 
Q auf ü^ zwei Querlinien (Ebenen) durch das Büschel, 
und verbindet ihre Schnittpunkte (Gerade) mit L", und 
TJj über Kreuz, so schneiden sieh diese "Verhindungs- 
Öeraden (Ebenen) auf U,. Der Satz ist eine unmittel- 
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baie Folge dea Hauptsatzes auf S 14 Wir haben 
feinei den Satz vom Vierseit wiodei 

Im voll ständigen Kugel Vieiaeit teiltiQ die Dia- 
gonaien em<inder hirmoniscli 

Zu bemeiken iit, diss wir uns lut &tiecken, kleiner 
ils 1 besohl anken Dei Beweis ist genau derselbe wie 
in T 1, er kommt auf den &a,tz zurück 

ZweiharmonisoheSyateme, welche einen 
Strahl (Ebene) gemeinsam haben, schneiden 



Bich auf ein und derselben Geraden (Ebene) 
und es kann das vollständig verschiedene 
Paar über Kreuz kombiniert werden. 

Seien: Fig. 8 U, TT, ; U, — AU,; U, + -IU, ein 
harmonisches System, U', . . . ein zweites und TJ, ^=-V\ ; 
dannistU, — U', = '!'ü'j — -iUj^Uj — TT'., d. b. aber, 
da "ü, ^ TT', die 4 harmonischen Strahlen-[Bbenen-) Paare 
schneiden sich auf derselben Geraden (Ebene). Da 
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Uj — ir'3 = 'D'4 — ■üs='lU, + >i'U', und TT, = IJ',, 
30 liegen auch die Schnitt-Punkte (Geraden) von U^ 
und U', ; U', und U, ; ü^ und TJ', und TJ, und Ji', 
auf einer Geraden (Ebene). Dies ist wieder unser 
Satz in der Fassung: 

Durch jede Ecke eines vollständigen 
Kugel -Vieraeits (jede Kante eines dito 
Vierkants) gehen 3 Strahlen (Ebenen), die 
beiden Seiten und eine Diagonale; der (die) 
zur Diagonale zugeordnete 4-har monisohe 
Strahl (Ebene) ist die Ger ade (Ebene), welche 
die Ecke (Kante) mit dem Schnittpunkt (der 
Sohnittgeraden), der nicht durch die Ecke 
(Kaute) gehenden Diagonalen verbindet. 
Den Menelaoa und damit auch den Ceva (T.I, 
S. 42 u. 43.) beweisen wir mittelst eines fast evidenten 
Hilfsatzes: Das Verhältnis der Abschnitte 

Bogenabachnitte. 

(Es ist Yig. 9 
AB:BC_BD:Bl? = ||',||™ii4§_AP:PC 

nach der Festsetzung über die Länge einea Bogens.) 

Projizieren wir die Puakte A'C'Q der Fig. 8 
vom Centrum S aus durch die Kugelradien auf die 
Ebene KAC in a' y' « und bemerken, dass a' y' h als 
gemeinsame Punkte zweier Ebenen in einer Geraden, 
a' auf der ebenen G-eraden AB., y' desgl. CB liegt und 
H auf der ebenen Geraden A C ala Punkt der den 
Ebeaen BAC und SAG gemeinsam, ao gilt für das 
Dreieck E.AC der ebene Menelaos, Es ist 
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und na^h unse, 


Aa' Eli'.C« 
-m Hilfssata 


— 1 




AA' RC CQ 
BA'*CC''AQ 


— 1, 


womit der M. 


äuelaos auf der 


Kugel bewiesen ist, 


und da 


CQ CP 




auch der Cevi 


AQ AP 
a. Also: 




A 


K 


TiS 




Werden die 3 Selten eines aphärisclien 
Dreieolca von einer sphariaofaea G-oraden 
geschnitten, so sind die Prodnltte der 
Wechsel abschnitte einander entgegenge- 
setzt gleich und: 

Schneiden sich die Ecktransversalen 
eines sph. Dreiecks in einem Punkt, so sind 
die Produkte der Wechaelabschnitte ein- 
ander gleiot. 
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Be de Satze s nd wieder da wii uns auf Laagen 
nter jr lesch ante mkeLrbar weil ufolge der Be 

ach ank n^, de Tangent Isatz a, s lern S n a^ t e ten 
nd de S n me ode D fle onz de Bo„eii d eaelben 
e u leut g 1 e t a n t es gelten 1 Iier d e Bemerku gen 
auf S 43 u 44 T 1 ad vir hal en i eaelben S tze 
f s sjhar s he D o eck o! u d eaem ohne den 
sich die 3 Hohen la einem. Punkte, die 
3 Mittellinien, die Geraden, welche die 
Ecken mit den Berührungspunkten dea In- 
kreises verbinden etc. und ebenso gilt der mit 
dem letzteren in eine Gruppe gehörige Satz : Die 
3 Beriihrungssehnen dea Inkreises achnei- 
den die Gegenseiten in Punkten, welche 
auf einer Geraden liegen etc. 

§ 11.' Die Gleichung des Punktes in Ebeueukoordinateu. 

In den Sätzen von der harmonischen Teilung tritt 
wieder, wie in T. 1 § 7 das Prinzip der Bnnlität deut- 
Hcti hervor, nur daas im Saum sich Punkt und Ebene 
dual entsprechen. "Wie wir bisher den Punkt als 
Eiaumelement oder Grundgeh ilde angesehen haben, 
können wir jetzt die Ebene als Grundgebilde oder 
Element betrachten. 

Es sei die Gleichung der Ebene Ej in Axenform 
ajX + b,y + c,a — 1=0, 
dann ist durch die Werte von a, b, c^ die Ebene e^ 
ebenso völlig bestimmt, wie ein Punkt durch aeine 
3 Koordinaten x, y, z ; die Grössen a, h, c, sind daher 
(T. 1, S. 9} Koordinaten der Ebene. Sehen wir 
in unserer Gleichung die Zeichen x y a ^la Träger aller 
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Zahlenwerte von — od bis + os an, d. h. als einaeln 
betrachtet unbescJiränkt variabel, aber durch die Gleich- 
ung von £j gebunden, so zeigt« eich diese Bindung 
geometrisch darin, dass der Punkt, der einem Wert- 
Bystem x . . . { war, ao die Ebene «, gebunden war. 
"Wir können aber ebensogut x y z als fest gegebene 
Zahlen s,, y,, z, ansehea, und a, b, c, als variabel, 
abo, aber durch die Gleichung 

ax,+by. + oz.- 1-0 = Ä. 
gebunden, dann stellt diese alle Ebenen dar, welche 
durch den Punkt P, { x, ... gehen, und nur diese, 
d. h. also A ist die Gleichung des Punktes P, 
in Ebenenkoordinaten und zwar in ebenen Äxen- 
koordinaten, ako 

1) P.{ax,+by,+oz.-l = 0. 

Man sieht also, und darin liegt die analytische 
Furmulierung des DuaUtiitsprinaipä : 

Dieselbe Gleichung stellt je nach der 
Auffassung eine Ebene in Punktkoordinaten 
oder einenPunkt in Ebenenkoordinaten dar. 

Ist die Ebene in Normalfonn gegeben, 
ax + ßs + rz — ii = 0, 
WO 2) «' + ,S'+7'=1, 

so ist es zunäcbst bequemer für — n au setzen li, dann 

sind T • • • ^^^ Axenkoordinaten, wir haben dann 

4 Koordinaten für die Ebene, aber zwischen ihnen be- 
steht die Delation 2). Die Gleichung des Punktes wird 
dann P, { ax, +by, +3'Z. + ^ = 

.oder besser in homogener Form 
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P, I «a + (?b + 7C + äd = 0, 

wo ^ , . . die gewöhnlichen Koordinaten des Punktes 

P, siod. Ist d — 0, so rückt derPunkt insUn- 
endliche. Sieht man von der Relation 2) zwischen 
a ß y ab, so sind aßy S die allgemeinen Ebenenkoor- 
dinaten; die Ebene ist dann durch die Verhältnisse 

-— . . . bestimmt, wie der Punkt durch ^p, . . . Hat 

6 ' d 

man 2 Hneare Gleichungen in Ebenenkoordinaten 

a Sj 4- . . . — imd a a^ + ■ ■ ■ = 0, 
Bo stellen sie zwei Punkte P, nnd P^ dar, und damit 
ihre Verbindungagerade ; die Gerade wird also in 
Ebenen- wie in Punkt-Koordinaten bestimmt, sie ent- 
Bpricht sich dual selbst, sie ist Verbindungsgerade 
zweier Ebenen, wie zweier Punkte, 

Drei lineare GHeichungen in Ebenen-Koordinaten 
stellen (generaliter) 3 Punkte und damit eine Ebene 
dar, wie 3 lineare Gleichungen in Punkt -Koordinaten 
drei Ebenen und damit einen Pnokt. Ist 

d. h, soll der Punkt P, auf einer gegebenen Ebene 
liegen, ao ist seine Gleichung 

ax, +... — 1 =0 
und wenn man subtrahiert: 

4) (.-i,),,+(b-b,)y, + (c-c,)ii,=0. 
Hat man die Gleichung 

4') («-,,)p + (b-k,)ci + (c-»,)r-0, 
WO \ \ Cj die Axenkoordinaten einer bestimmten Ebene 
a, b, tj, variable Axenkoordinaten der Ebene bedeuten 
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und p q r Konstaatea aiud^ ao stellt sie einen Punkt 
P, dar, der durch die Ebene a, b, a^ geKt und dessen 
Koordinaten p, q, r, proportional sind; es ist P{x,,.., 
wo X[ ^ p 1 1. . . ; und n ^= a, p + b, q -(- o, r ist. 

Läsat man a b c bezw. a j? ^ ä unbeschränkt variabel, 
so stellen sie alle oc'-Ebenen des itaumes dar; eine 
Gleichung zwischen den variablen Ebenenkoordinaten 
wie ff (a b c) = oder 9 {aßyS) — 

hebt eine co^fache Schar heraus, welche im allgemeinen 
eine Fläche ip umhüllen. 

Zu bemerken ist, daaa wenn aßyä die allgemeinen 
Koordinaten sind, die Form q; homogen sein muss, 
d, h. die Stimme der Exponenten der Variabelu muas 
in jedem Gliede dieselbe sein, oder, anders ausgedrückt, 
setzt mau in cp für aß... ein: A.a, A-ß . . ., ao ist y 
(Äo, Ä.ß , . .) =i Aitfi(a, ß, ■ . ■), so dass es gestattet ist, 
in y = eine der Variateln, z. B. S gleich 1 zu setzen. 
Die Zahl n, die konstante Summe der Ex- 
ponenten, heiast der Grad der homogenen 
Funktion. 

Als Beispiel wählen wir die Schar der Ebenen, 
welche von einem festen Punkt M | s, ... den festen 
Älistand + r haben. Sei e { a, b, c eine solche Ebene, 
dann ist nach § 7 der Abstand + r des Punktes M 
von e; a x^+by, ± J5 - ^ 

i a"+V + o= 
also haben wir nach Beseitigung der Wuriiel als Gleich- 
ung ¥(abc)^0: 

I) (a.x,+hy,-fcz.~l>'-r'{a* + b^-^c')^0. 
Wir beweisen, zunBckat an dem Beispiel, aber — ae dass 
man di» Allgemeingültigkeit sieht — den. Säte: 
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Die Ebenen der Schar y = 0, deren Koor- 
dinaten sich nur unendlich wenig unter- 
Boheiden, die benachbarten Ebenen, schnei- 
den sich in einem Punkt, dem Berührungs- 
punkt und der Beweis giebt dual sofort den ent- 
sprechendea Satz: 

Die anendlich nahen Punkte der Schar 
f{xyz) = liegen auf einer Ebene, der Be- 
rührungs- oder Tangen tial-Ebene. 

Zur Abkürzung sei a s, -(-■■■ — 1 = u. Sei t' 
eine andere Ebene der Schar p = und «' { a', ... 
und a' = a + h; b'-b + k; e' = e + l, 

so ist die Form y nach Einsetzung von a' , . . : 71 (a' . . .) 
und wenn man nach Potenzen Yon kkl ordnet, so ist 
?'(a'..,) = tp(a...)+h9'a + lc!f''b + lq''o + li'q>a"+..., 
wo if'a, . , . Abkürzungen für die Koeffizienten von 
hkl sind, welche deutlich machen, dass diese Grössen 
h, k, I nicht enthalten. In unaerm Beispiel ist 

y'.-2(ni. -r'»)i /t-2(ay,-r'b);... 
Da nun e ■! a . . . zur Schar gehört, so ist 51 (a . . .) ^ 0, 
also 

?>(a+h; b + k; o+l) =,hy'fl + k/b+lf'e+liV"a+--- 
Sind h, k, 1 unter jedes Maas klein, bo können 

h\ hk, hl, k=... 
gegen hkl vernaj^hläBsigt werden [ist z. B. h = 0,001, 
so ist h* = 10 — ^j und y (a -|- h . . .) = reduziert aioh anf 

II) h 9>'a -j- k <p'b + 1 7>'i; ^ 0, 

ausser wenn alle 3 qi' verschwinden. Es ist II = mit 

(a' — a) tp\ -|- . . . =z: ; diese Gleichung stellt aber, wenn 

a' b' c' frei veränderlich sind, einen Punkt P dar, der 

Simon, Aualjtiadiä OeomeCiie des Banmes, i 
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daroh die Ebene £ a , . . geht und desBon Koor- 
dinaten | s? ?, da, a,if''^-{-hrp'b-\~'i'p',; — -a eine konstante 
ist, gleich — ... sind. Da die Gleichung II von allen 
a b o unendlicli nahen Ebenen der Schar y = erfüllt 
wird, so gehen sie alle durch P. Hier ist | = ■^- ; 

^ = . . . , also l — Xj =; — und da nach I u' = r' 
(a= + b' + c") ist, ao ist 

III) (^_xJ' + (^-y,)' + (r-z,r = r=. 

Dies ist aber nach § 5 die Gleichung der 
Kugel mit Eadius r und Centrum M in Punkt- 
koordinaten, also ist I die Gleichung dieser 
Kugel in Ebenenkoordinaten. 

Ganz analog ist der Beweis, dass die einem Punkt 
der Schar f (x y z) =^ benachbarten Punkte generaliter 
auf einer Ebene, der Tangentialebene liegen. Wir 
haben also gezeigt, dass von Ausnahmen im einzelnen 
(y'a ■ .■ = 0; f X. . . = 0) abgesehen, dioPUche y 
in der Umgebung einer ihrer Ebenen als 
Punkt, und die Fläche F in der Umgebung 
eines ihrer Punkte als Ebene angesehen 
werden kann. 

Die Rechnung in «nserm Beispiel würde sich ver- 
einfachen, wenn man Normal koordinaten braucht, als- 
dann ist die Gleichung der Kugel: 

wobei die Zweideutigkeit durch Quadrieren beseitigt 
wird, und die Homogenität dadurch hergestellt wird, 
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dass man r' mit 1 in der Form («' + ^' + r^) multi- 
pliziert, 

g 12. Die Punktreihe. 
Seien P, und Pj zwei Punltte, p, = und Pj = C 
ihre Grleichungen in Normalform, dann ist 

Uj = Pi — ^ pj = 
die Gleichung eines Punktes P^ auf der VerbindungB- 
linie von P, und Pj, wie man sofort sieht, wenn man 
Uj in der Form schreibt: 

a(x.-^x,) + ... 4-^(1-^), 

welches j mit a Mj j-- + . . . -j- J, welches die Gleich- 
ung des Punktes -^ j^ . . . ist, der auf PjP, liegt 

und PjP^ im Verliältnis -ä teilt (nach § 5), wobei ^ 
negativ ist, wenn P^ innerhalb der Strecke PjPj liegt, 
positiv, wenn ausseilialb. Dies lässt sich auch direkt 
ableiten. Setzt man m die Gleichung eines Punktes P 
in Normalform 2' die Koordinaten einer ortsfremden 
Ebene e em, so is,t p ^ {§ 6) der Abstand des Punktes P 
von der Ebene e\ ist die Gleichung von P in all- 
gemeiner Form TJ gegeben, so ist ■ — der Abstand des 
Punkts, wo das Zeichen von jt na«h der Regel in § 7 
bestimmt wird. Legt man durch irgend einen Punkt 
Pj, z. B. zwischen P, und P^ irgend eine Ebene, und 
fällt auf sie von P, und P^ die Lothe, so sind diese 
p, und pj, und die Fig. 10 zeigt, dasa: 

p, /p, = P,P, : PjPj ^ X oder p, — p, /t = 
für allö Ebenen durch P^ und nur für diese, wo ^ das 
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Das Dualität spriiizip. 



Teilungsvechältnis von P^P^ durcii P, ist. Liegt 
Pj innerhalb so sind die Lothe von entgegengesetzten 
Zeiclieii, weil P, und P^ in verschiedenen Seiten der 
Ebene duich P^ hegen, ibei auch die Strecken PjPj 
und PjPj sehen wii tls entgegengesetzt an, liegt P^ 
ausseihalb, so ist dis Veihaltnia dei Lothe, wie der 
Strecken P,P, und P^Pg positiv, es ist ahc die Gleich- 
ung dos Punkts P 3 Jpr luf P,Pj hegt und -^le im Ver» 
hältnis H teilt 




5) üa = p, — ^P3=0. 
Sind P, und P, in a] 
gegeben, so sind zwar die Lothe u^/^; u^/;*, aber ihr 
Verhältnis ist Uj/u^ und wieder gleich dem Teilunga- 
verhältnia X, somit ist u, = u^ — Xu^. Durchläuft-^ 
alle möglichen Werte, ao bekommen wir alle Punkte 
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auf der Geraden P,Ps; wir neniioii diese Punkte: 
Punktreilie, dio Grösse X den Parameter, die 
Gerade den Träger der Puabtreihe. Ist/l = — 1, 
so ist P, die Mitte von P,P, ; ist ^ = + 1, so ist P^ 
die Mitte der unendlichen Strecke P,Pj, d. h. liegt im 
unendlichen. Nach Definition harmonischer 
Punkte sind p,, p^; p, — ■^pj; Pi + '^P2 die Gleich- 
ungen 4 harmonisch er Punkte, udcr in all- 
gemeiner Form 

u,; ^■, u, — ^u^; Uj + /IU5. 
Zwei Punkte, ihre Mitten im Endlichea und Un- 
endlichen hild n alio na spezielles harmomache^ System 
entapiechend lern System zweier Ehonen u 1 ihrei 
Hilbieiungsehenen duri,h Veimittlung de unendlich 
feinen Elements entsprechen hiüh alao auch moti isohe 
ßolitionen du 1 Da die Gleichm^, n der Punkte 
dei Punkte einer Reihe dei harmonischen I nnktp in 
Ebenenkoordinaten mit denen let Ebene dei Ebenen 
emes Busoheh lei harmonischen Ebenen d e Puul t 
kooidinaten völlig übereinstimmen so bleiben dUe Fol 
gerunffen bestehe 1 und wi e halten he betiefienden 
Satze duich Vertaiachung von Punkt undiilene woiin 
eben das Dualitatsprrazip liegt. 

III. Abschnitt. 
Die Koordinatentransformatioo. 

g 13. Drehung. 
Schon in § 5 haben wir die Parallel Verschiebung 
des Koordinaten- Systems benutzt und gesehen, dass 
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(Fig. 4) wenn x y z die urBprangliehea, i v h äi^ neuen 
Koordinaten desselben Punivtes P bezeichnen und x^ 
die alten Koordinaten des neuen Anfangspunkts 
1) i^^x. — \] l^y — Ju u-iid umgekehlt 

Lässt man den Anfang?pnnH fest, ändert aber die 
Richtungen der Axen beliebig, do:,h so, lasi das npue 
Koordinaten syatem rechtwinklig bleibt, und nennt S *! S 
die neuen Koordinaten, x y z die ilten, und bezeichnet 
den Winkel, welche die s Axe mit den dten Axen 
macht mit a, ß^ ;■,, die der sj Aie c^ und die der 
^-Axe Hg..., so hat man zunächst das Gleichungs 
Bjstem 

«/ + i*2' +7/ = 1; «.".. + ß^ß, + y^n = o 

Das System 2*) druclct aus (§ 4, 6), dasa auch die 
neuen Axen auf einander aenkrocht stehen. Da die 
alten Axen mit den neuen die "Winkel a^ a,^ a^ ■■> ^i ■ ■! ^i •• 
bilden, so hat das System 2) zur Folge das System 

3) a,'+V-i-«a'^letc. 3«) «/,+Vii + ''sJ's=0-- 
Die Normalgleickung der ?| -Ebene ist in alten Koor- 
dinaten «j X -|- j3j y -|- /j z = 0. 

Setzt man die Koordinaten dea beliebigen Punktes P 
darin ein, ad ist sein Abataod durch die linke Seite 
in alten Koordinaten anage drückt, während er in neuen 
gleich »; ist, somit haben wir die Tranaformationa- 
gleichungeu 

4) i^a,x + ß^Y + y,z 
^=ajX + iS,y-|-7sZ 
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Genau, in derselben Weise erhalteo wii ohnp B.p knung 
5) x = o.f + «,»/-|-a,f ... 

Daa iSystem 5 kann auck ins 4 abgekitet werden 
dadurch, dasi wir dio Gleichungen i dei Beihe niih 
mit «, a, Kj, d »nn mit ij ,0^ ^^ multiplizieren und ad- 
dieren, und die T"oimelii 3*) anweudeo Eme beliebige 
Verlegung kinn aus emoi Parallelyerschiebiinj und 
Eichtuagsandeiung aiisammengeaetzt werden, man sieht, 
dass dann die (jlei&hung 5 sich nui daduich indtit, 
dass leubts die Konstanten x^ hin^akimmen, d h 
die Koordinaten des neuen Anfangspunkts im 
alten System. 

Da die Gleichungen 5) und 4) lioear sind, so sieht 
man, dass durch eine Koordinatentransformation der 
Grad einer Fläche F { f(syz) = nicht geändert wird, 
und man kann jetzt auch zeigen, dass wenn f (x y z) 
algebraisch und vom n. Grade, die Fläche F" von keiner 
Geraden in mehr als n Punkten geschnitten wird. Sei 
f in X vom Grade n und in keiner Koordinate von 
höherem Gra'.'e, so wird die Flache F" von der x-Axe 
(für die in f(xyz) = Oa und y=Nii!I zu setzen sind) 
in höchstens n und wenn man zusammenfallende und 
imaginäre Lösungen zählt wie in der Algebra, so wird 
F von der s-Axe genau in n Punkten geschnitten. 
Ist g eine beliebige Gerade, so kann man die Koor- 
dinaten so transformieren, dass die Gerade g zur ^-Axe 
wird, der Grad von f (?»;?) wird durch die Transfor- 
mation nicht geändert, und so wird F | f (| )j £) = 0, \ 
g in n Punkten geschnitten, womit der Satz 1 
ist. Hat eine Gerade mit einer Fläche F" mehr als 
Punkte gemeinsam, so müssen in F" bei der Tram 
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foinntion ^ut ilie Gerade als ^-Äxe .iIIh Koeffizieiitea 
yeiavliwmden, die Uleiclmiig der Elaclie F" wud dann 
von jedem i erfüllt, die Gerade g, heisst diea, hegt 
ganz auf det Fiiche 

Man iiiiteraclieidet bei Beibehaltung des NuU- 
puntteB awei Arten von Transformationen; 
entweder kann das neue System durch Drehung des 
altea erhalten worden oder nicht. Läsat man nämlich 
das Asensystem unrerändert, vertauscht aber die posi- 
tive und negative Richtung auf allen 3 Äsen, so kann 
das alte System mit dem neuen nicht zur Deckung 
gebracht werden, die Systeme sind nicht kongruent 
sondern symmetrisch, wie auf der Kugel ein sph. Drei- 
eck und das Dreieck seiner Gegenpunkte. 2u jedem 
Asensystem mit dem man das alte durch Drehung zur 
Deckung bringen kann, gehört also immer eins, für das 
dies nickt geht. 

Die Formeln 4 müssen bei beliebiger Transfor- 
mation durch Zusetzen der Konstanten ^j, . . . erweitert 
werden, welches die neuen Koordinaten des alten An- 
fangspunkts sind. Ist die Gleichung einer Ebene £ iro 
alten System 

ax + hy-fcz + d-0, 

a'^ + b'j, + c'f-fd' = 0, 
so ergiebt sich durch Benutzung von 4) und Identi- 
fizierung der beiden Gleichungen von e 

6} a=a,a' + ß,V-f «,c'; b = ,^, a' + ?, b'-|- ^^C; 
0-3'. a' + ...i d = |,a' + )?„b' + f,c' + d'. 
Wenn man sich also auf Drehung be- 
schränkt, ist die Transformation der Ebe- 
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Denkoordinaten YÖllig konform der Trans- 
formation der Punktkoordinaten. 
Man sieht, der G-rad der Gleichung 

(wenn wir jetzt wieder die Ebenenkoordinaten wie sonst 
bezeichnen, statt wie eben mit a, b, c, d) wird durch 
Tranäformation der Koordinaten nicht geändert 
und man beweist, wie oben für F", dass eine ip", d. h. 
eine Fläche n, Klasse die entsprechende Eigen- 
schaft hat: Durch jede Gerade g gehen höchstens n 
Ebenen der Fläche, d, h. n-Ebenen, welche die Fläche 
berühren oder die zur Bahar (p" {a ß y 6) = gehören; 
den Fall, wo g auf der Fläche liegt, wieder aus- 



§ U. Die Gleichniig der Kugel, Potenzsatz. 

Die Kugel wird definiert ala Ort der Punkte, die 
von einem, gegebenen Punkt Ml a, b, c die gegebene 
Entfernung r haben, dann ist 

1) K = (x-,)' + (j-b)' + {z-o)'-r<-0 
die Gleichung der Kugel in Punktkoordinatan, Setzt 
man in K die Koordinaten eines ortsfremden Punktes P, 
so ist Kp = MP' — r= (T. 1, S. 59). Zieht man durch 
P { x„ . , . eine Gerade g, welche die Richtungskosinus 
aßy hat, so sind ihre Gleichungen nach § 5, 7") 
x^s^-]- A a, . . ., WO ^ die Entfernung des laufenden 
Punktes von P bezeichnet. Die Schnittpunkte dieser 
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Geraden g mit der Kugel K erhält man, wenn man 
diese Werte in K ^ einsetzt. Wir haben, also, wie 
in § 11 in K = K(xyz) für x, y, z au setzen x„ + li; 
y, + k; z, + l. 

Da diese Aufgabe häafig wiederkehrt, wollen wir 
aie allgemein erledigen. Es sei f (k y z) eine Form 
2. Grades, sie besteht aus Gliedern 2. Grades, 1. Grades 
und einer Konstanten. Wir machen I (x y a) homogen, 
indem wir eine Hilfsvariabel Xj einführen und setzen 
x = x,/x, ; y = Sj's, ; z — sJSi. Setzt man x^ = 1, so 
sind Xj etc. mit x y z identisch. Nach Multiplikation 
mit St^ ist dann x,' f (x y z) = a, ^Xj' + 2 aj , x^ x^ 
+ 2a.,x,x, + 2a,^x,x, + a,,,^,» + 2a,,x,x, 
+ Sftj.XjXj + *as^3^ + SajjXjXj + a^jx,^ oder 
kürzer: f {x y z) {^ait xi S]i, wo die Indicea i und k 
der Reihe nach die Werte 1 bis 4 darchlaufen nnd 
ait = ati ist. 

Setzt man io f (x, . . .) für xi ein xi + li und ord- 
net nach Potenzen der i, so ist 

f (xi + li) = A + 2 li Bi + -^Ci k li Ik- 
Sind alle J — 0, so ergiebt sich A — f(xi), sind 
alle x = 0, so ergiebt sich .Set x^ilii =f(|i) also 
Oik—a IS- 
Ist ?i-x„ so ist f(xi + li)=f(2xi) = 4f{x,), 
somit 

2) X, B, + X, B, + x„ B, H- X. B^ = .Txi Bi = 2 f (xi) 
nnd 

Bi ^ 2 (x, ai 1 + X, a, a + x, ai 3 + X, au ) — 2 ^Xk ai k , 
wo i fest und k variiert von 1 bis 4; d.h. man erhält 
'/t Sil wenn man in der homogenen IForm xi vor die 
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Klammer nimmt, als zugehörigen Faktor. Es ist prak- 
tisch Bi HU bezeiohuen. als f x i , also 

3) f(xi + |i)-f(xi) + ^|if'xi + f(ft). 

Das ßesultat aaserer Einsetzung erhalten wir, 
wenn wir x, ^= s^, x, ^^ ;■„, Zj ^^ a,,, x^ = 1 und 
^, ^ setzen ; somit 

3«) K(x.4--!»;...)=K(x. ...) + 2^(«(i.-.) 

+ K!,-h) + r (•,--))+'•(«•+ ß'+r') = o. 

Der Faktor voü Ä" ist 1, und nach den Sätzen üher 
die Wurzeln einer quadratischen Gleichung (Schubert, 
Arithmetik, 8. 111): 
,i, -i, = K (x^, . . .) = PQ . FR = MF» — r' 

^ {MF + r) (MF — r}, 
d.h. der Potenasatz (T. 1, S. 59) gilt auch für die 

Das Produkt der Abschnitte aller Kugel - 
sehnen durch denselben Funkt ist konstant. 

Setzt man in die Gleichung der Kugel 
In Form 1) die Koordinaten eines orts- 
fremden Punktes, so erhält man die Potenz 
des Punktes in Bezug auf die Kugel. 

Die Gleichung der Kugel ist quadratisch , die 
Kugel gehört also zu den Flächen 2. Grades, den 
Quadric's (nach dem Vorgang Eeye's mit F' be- 
zeichnet), aber nicht jede Form 2. Grades stellt eine 
Kugel dar, Eb ist nötig, dass die Form sich mit 1 
identifizieren lasse, also darf sie nur die Gestalt haben : 

c(i-+y' + E-)-2=,i-2o,,-2o,2 + c, = 0, 
und da c i sein muss , so kann man auch c = 1 
Betzeo. Vergleicht man diese Form mit 1), so sieht 
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man, dass o^ c, Cj (beaw. c, / c . . .) die K-oordlnateu des 
Centruma und o^ ^= a' + b' + c' — r*, d. h, OM' — r', 
d. h. die Potenz des Nullpunkts (beaw. c, / c). 

§ 15. Tangentialebene, Polarebene. 
Die Gleichung 3*) zeigt, dass jede Gerade die 
Kugel höchstens in 2 Puukteu schneidet; liegt der 
Punkt P { x„ . . . auf der Kugel, so ist K (s„ . . .) = 0, 
eine "Wurzel von 3*) iat 0, was evident, da P P = 
ist; wenn aber auch noch der Koeffizient von K ver- 
schwindet, so sind beide Wurzeln Null, und die Ge- 
rade hat nur P mit der Kugel gemeinsam, auch der 2. 
Schnittpunkt f äUt auf P, die Gerade ist eine 
Tangente. Da in der Gleichung: a (s„— a) + .... = 
das Zeichen « duroh x — x„ ersetzt werden kanu, wenn 
X einem beliebigen Punkt der Geraden angehört, und 
entsprechend |5 durch y— ?„; 7 durch a — z^ (§ 5), so 
genügen die sämtlichen Punkte aller Tangenten der 
Gleichung 

4)(i-x,)<»,-«)+(y^y,)(y,-b)+(i!-£,)(^.-o)=o, 
welche infolge von 11 übergeht in 

6)(i-»)(i.-.)+(y-l>)(j.-b)+('!-=)K-»)-r-=0- 
Dies ist die Gleichung einer Kbene, die sämtlicheu 
Tangenten erfüllen also eine Ebene, die Tangential- 
ebene, deren Gleichung ganz analog gebildet wird, 
wie die der Tangeute des Kreises T. 1 S. 63. 

Ist «) u s^ 4" T 7,1 + w Zo — 1 die Gleichung eines 
Punktes P j Xj . . . , auf der Kugel, so sind u, v, w, 
die Koordinaten seiner Tangentialebene, weun 
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u-^(i,-.);T = -!(j,-b) 

■WO ,1 durch a) bestimmt wird. Es ist 

a u + b V 4- c w ~ 1 = — r" -i, 
somit i'' = r"*N'', wetm N = au + bv + cw — 1. 
Es ist u^ + v' + w'^.i^i-'^N'r'rr* oder 
6) (ati+bv + cw-l)=-rMu= + v= + ^=). 

Dies ist die uns sßhon bekannte Uleicliung der 
Kugel in Bbononkoordinaten, welote ausdrückt, dass 
die Tangentialebene vom Centrum den Abstand dea 
Kugelradius hat, sie ist wieder der betrefEenden Kreis- 
gleichung ganz analog. 

Die Kugel ist also eine Flächö 2, Klasse. 
Ist die Tangentialebene u, v, w gegeben, so er- 
hält man für den Berührungspunkt 
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62 Die Kugel. 

8) (^_a)(x,-a) + (y.-b)(y„-b) + (^-c)(^„-c) 
— r= = 0, 
d. b. aber: Alle Berübrungspunkte liegen in 
einer Ebene, und da sie zngleicb auf der Kugel 
liegen, so liegen sie auf einem Kreise. Die Ebene 8 
bat wieder genau dieselbe Gleicbung wie 

Stelle des Beruh rungapunktes der feste Punkt getietea 
ist; wir nennen sie die Chordale oder die (bajmouische) 
Polare des Poles P; ihre Kicbtungakosinus suid pro- 
portional (s,~a)..,, also stebt sie auf MP senktecht 
Ist P, =M, so ist 8): — r'^O, d. h. die Pol «ebene 
des Mittelpunkts ist die unendlich feine 
Ebeoe. Die Polarebene ist stets reell, gleichgiltig, ob 
die Tangentialebenen durcli P reell sind oder niobt, 
d. h. ob die Gleichung von P und die der Kugel in 
Ebenenkoordinaten vereinbar sind oder nicht. Die Be- 
dingung der Eealität ergibt sieh, wenn man 6} in die 
Form bringt: au-J-bv-[-ow— 1 — r^, wo 

f* = Vn'+v'+w"; 
subtrahiert man dann die beiden Gleichungen, so er- 
hält man 

(x.-a)u+(y,-b)v + (z,-c)w = rf», 
und wenn man durch ^ dividiert 

wo a ß y die Eiühtungawiakel der Ebene u, v, w sind; 
dividiert man durch MP oder d, so sind (x, — ^a) / d . . . 
die ßichtungskosinus der Geraden MP, also ist die 
linke Seite der Cosinus des "Winkels zweier Geraden 
und muBS als solcher < 1 sein; d. h. aber d > r, wie 
bekannt. 
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Tii ^ential ebene Polarebene, 

Die Gleichung 8) ist symmetriacli in Bezug i 
j . . und K(| daiau folt,t dass die Polarebene % 

u . . . duroh X seht d h. : Bewegt sich e 



Dreht sich eine Ebene um einen festen 
Punkt, so bewegt sich ihrPol auf der Polar- 
ebene jenes Punkts. 

Ist die gegebene Ebene in Äxenkoordinaten u v w 
gegeben, so findet man durch dieselbe ßechnung, welche 
die KoordJnateo des Berührungspunktes gab, genau 
dieselben Ausdrücke für die des Pols : 



wo N wieder au4-l>v-|-cw — 1 bezeichnet. 

Die Ausdrücke zeigen, dass, wenn Kbenen durch 
Eine Gerade gehen, auch ihre Pole auf Einer Geraden 
Hegen, und v. v. Sei die erste Gerade bestimmt durch 
zwei ihrer Ebenen s^ ! u, und «^ I u^ . . ., deren Pole 
P, {x, . . . und P, { Sj . . ., sei «, {uj..eineiäritteEbene 
des Büschels u. P, { s^ . . ihr Pol, so ist u, = ^^r^ZJ' ■ ■ • 

x.N.- x,S,^ . x-^x, 

. und X, ^ — i^ —^ — oder s, = — ^ — ■ — -, 

/IN, 

also: Bilden die Polar-Ebenen ein Büschel, 
so bilden die Pole eine Punktreihe und v, v. 
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Die Geraden, welche Träger des Büschels und der 
ßeihe sind, kann man konjugierte nennen, da sie sich 
dual entsprechen. Wenn A, das ZeioEen wechselt, so 
wechselt ea auch ft und v. v,, d. h. : Bilden die 
Kbenen ein harmonisches System, so bilden 
es die Pole desgleichen und t. t. 

§ 16, Kugel und Kugel, Kugelkouiples, Kng:elsc)iaar. 

Seien K, = und K^ = die öleichungen zweier 
Kugeln, ihre Kombination liefert die Schnittlinie, Das 
System K^ = 0; K, = ist f dem System K,4-Kj=0, 
K| — Kj=0, die letztere Fläche ist aber eine Ebene, 
somit ist die Sohnittkurve zweier Kugeln ein Kreis, 
der sich auf einen Punkt reduzieren kann und auch 
imaginär werden kann. 

Wenn x , , . über jedes Mass gross werden, redu- 
ziert sich die Form K auf 

9) x'+r'+2" = o. 

Diese Gleicbung hat, wenn x y z als beliebig 
variabel betrachtet werden, nur eine reelle Lösung 
x = y — z = und stellt also als reelle Fläche eine 
Punktkugel um den Nullpunkt dar, Lasst man 
aber, wie in der Algebra, auch imaginäre Lösungen zu 
und ordnet diesen eine eigene Gattung uneigentliche 
Raumpunkte i imaginäre zu, und ist P jx, y, z eine 
solche, so ist Zx, Äy, Xz ebenfalls eine Lösung, d, h, 
die ganae Gerade P liegt auf der Fläche, sie stellt 
daher einen imaginären Kegel — Kugelkegel — 
dar, dessen (reeller) Scheitel der Nullpunkt ist. Die 
Gleichung der Kugel lässt sich schreiben 
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s^+y' + a=— 2ax — 2bx — 2cx + (a" + V + c^ — 1:=); 
a'-|-b' + c' — r" ist dia Potenz p des Nullpunkte in Be- 
zug auf die Kuj(el. Aus der Furm 9) ist das Centrnm 
der Kugel verachwuudun, alle Kugeln verscbmelzan also 
im "üneiidlioiiBn mit dem imaginären Kugelkegel, dessen 
Schnitt mit dei unendlich lernen Ebene Konstana = 0, 
dem Ort doi unendlich feinen Punkte ein imaginärer 
Kieia ist, man kann diso sagen Alle Kugeln gehen 
durch denselben imaginären Kreis im Un- 
endlichen, 

Die PormK^x'+y'+z'— 2as— 2by-2cz-]-p=0 
hat vor der früheren manche Vorzüge, und abcp , 
sind eben so gut Koordiuaten der Kugel, wie a, b, o, r. 
Zunächst soll der Winkel bestimmt werden, nuter dem 
sich 2 Kugeln K und K, schneiden. Man hat; 
2rr, cosy^r"-|-r/— MM,^ — a^ + ..— p + a," 
+ ..._p^„(a-a.r... 

2rr,cos,p = 2(a8. + bh, + cc.— |-{p + pj). 

Insbesondere ist die Bedingung dafür, dasa 2 
Kugeln sich rechtwinklig (normal, orthogonal) durch- 
schneiden (coa q> ^ 0) : 
10) aa. + bh,+cc,-i{p + p,)^0. 

Diese Formel kann man auch direkt ableiten durch 
die Bemerkung, dass in dieaem Falle die Potenz des 
Centruma M, in Bezug auf die Kugel K gleich r^ °, d. h. 
a,'+b/+c/~2aa,— 2bb.— 2cc,+p=a,'+b/+c/— p., 
woraus 10) unmittelbar folgt. 

Denken wir uns in 10) a; b; o; p; fest, a, . . . . 
variabel, so stellt 10} alle a>' Kugeln dar, welche die 

Simon. Aiialytiache Geometrie des Eaumos. 6 
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gegebene Kugel K j a. . . , p normal schneiden, sie bil- 
den, da ihre Koordinaten durch eine lineare Gieichung 
gebunden sind, einen linearen Komplex. Sei; 

11) d,a, + dab, 4-d3(!,+d^p,+d^-0 
irgend eine liaeare Gleichung zwischen den variablen 
Koordinaten einer Kugel, so kann man sie auf die 
Form 10) bringen, indem man setzt: 

*=-2d:' ^^-jä:- '--2Tj p=+2d-' "^^^ 

Der lineare Kugelkomples (fl) besitzt 
stets Eine Kugel, welche alle Kageln des 
ß normal schneidet; sie heissfc die Hauptkugel 
(Normal, Orthogonal) des Komplex. 

Ist d^=0, 30 gebt die Hauptkngel in eine Ebene 

(Plankugel) über. Die I'orm 11) istjder Form 10) 

und diese vereinfacht sich, wenn man den Kullpunbt in 

das Centrum der Hauptkugel legt und geht dann über in 

ll»)'pj^= — ^ P ^= Konatans, also: 

Der lineare Kugel-Komples ist dieGfe- 
samtheit aller Kugeln, welche in Einem 
Punkt dieselbe Potenz haben. 

Die konatante Potenz p (wo p Jetzt für — p ein- 
tritt) ist gleich dem Quadrat des Radius p der Haupt- 
kngel; ihr Ceatrum hat in Bezug auf sie selbst die 
Potena — p" oder — p, sie gehört also nicht zum fl, 
ausser wenn g bezw. — p ^= 0, d. h. wenn sie zur Punkt- 
kugel wird, dann besteht der Komplex aus den t»^ 
Kugeln, welche durch gehen. 

Ist p d. i. q' negativ, so wird die Ortho gonalkugel 
imaginär, ihr Centrum, der Kern des Komplex, 
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liegt inuerhalb jeder Kugel; im entgegengeseiziea I"a!I 
liegt der Keru ausserlialb aller Kugeln. 

Zum Komplex gehören Piinktkugeln, d. h, Kugeln, 
deren Eadius r gleich Null ist, ilire Centren genügen 
alao der Gleichung 

a.' + b/+o/-p = a/ + b. = + c, -i,= = 0. 
In "Worten: 

Die Puuktkugelu des Komplex bestehen 
aus den Punkten der Normalkugel. 

Die Ebenen des Komplexes erbalten wir, wenn wir 
die Koordinaten der Kugel in der Form 



denken, und nach Multiplikation mit d diese i^ahl gleich 
Null setzen, dann rückt der Mittelpunkt ins Unendliche 
und der Eadius wird auch unendlich. Für diese 
Ebenen, die Plankugeln des Komplex, gelten 
dann die Gleichungen 

— 2a'x — 2b'y — 2c'z+p'^0, und da 

^-? = e% d. b. p' = 0, 
so haben wir für aie 

2a'x4-2b'y + 2c'z = 
ala Gleichung der a>' fachen Ebenen oder Plankugeln 
dea Komplexes. Die Gleichung wird durch { . . . 
für jedes "Wertsystem a' , . erfüllt, d. h. also: 

ÄllePlankugeln desKomplex schneiden 
sich im Kern. 

Seien K^ j a^ b^ c^ p und K^ N^ bj c^ p 2 Kugeln 
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des Komplex, so iiat die Ebene ilires Schnittkreisea die 
Gleichung 

K,— K, — 2(a.— ajx+2(b,— b,)y+2(c,— Cjlz-O, 
sie gellt also durch den Nullpunkt, d. h. den Kern dos 
Komplexes. Allgemein, wenn K, = und K, = die 
G-Ieichungen zweier beliebigen Kugeln sind, istK,— K3=0 
die Gleichung ihrer Schuittebene, sie sagt nach § 14 
aus, dasa jeder ihrer Punkte in Bezug auf beide gleiche 
Potenz hat; umgekehrt, hat ein Punkt P gleiche Potenz, 
so ist K, =K„ d. h. K,— K, = 0. Die Schnitt- 
ebene ist also der Ort der Punkte, welche 
in Bezug auf beide Kugeln gleiche Potenz 
haben, sie ist zugleich; Potenzebene. Sie ist als 
Potenzebeue stets reell, gleichviel ob der Schnittkreis 
reell, auf einen Punkt zusararaenschrumpft, oder ima- 
ginär ist; jeder ihrer Punkte kann zum Kern eines 
Komplex gemacht werden, dem beide Kugeln angehören. 
Ist K, — K^ = c, 30 ist dies die Gleichung einer Ebene, 
welche der Potenzebene parallel ist, also : 

Verschiebt man die Potenzebene parallel, so er- 
leidet die Difierena der Potenzen für alle Punkte die 
gleiche Äenderung. Die Potenzebene steht auf der 
Centrale (Axe) der Kugeln senkrecht und teilt sie so, 
dass die Differenz der Quadrate der AhEchnitte gleich 
der Differenz der Quadrate der Radien ist. Sind 
K.; K,; K,; drei Kugeln, so sind K,— K^; K,— K^; 
Kj— Kj die Formen ihrer Potenaeheneu und da identisch 

{K.-K,) -f (K,-K,) + (K3-K J = 
so gehören die 3 Potenzebenen dreier Kugeln zur 
selben Schar, oder: 

Die3Potenaebenen vonSKugeluschnei- 
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den sicli ia Einer Geraden, der Potenzaxe. 

Daraus folgt: 

Die 4 Poteuzasen von 4 Kugeln achnei- 
den sich in Einem Tunkt, dem Potenzpunkt. 

Die Sätae erleiden eine Auanalime, wenn 

^^ K, — K,/t , 

Kg = — i— ^ , dann ist 

K, — K, =-t(K, — KJ, 
d. h. die 3 Potenaebenen fallen in eine Ebene zu- 
sammea, also wenn : 

Kj — K^ — K, i = 
sohneiden sich die 3 Kugeln im selben 

der Parameter der Schar; ist K, = K, — li-^Ä' und 
A-\-^'=0, so bilden die 4 Mittelpunkte ein harmo- 
nisobes Punktsystem und man sagt, dieiKugeln 
bilden ein harmoniscbea Kngelbüsohel. 

Seien jetzt K^ und K, zwei Kugeln des Kom- 
pleses, Mj und M^ ibre Centren; bei der völligen Will- 
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kann als Potenaebene je zweier Kugeln an- 
gesehen werden, deren Ceatrale auf ihr 
senkrecht steht. Die OD^fache Menge der 
Kugeln des Komplex schneiden sich in der 
co'fachen Menge seiner Plankugeln. 

Seien K^ . K^ . Kj drei Kugeln des Komplex, 
welche nicht zur selben Schar gehören. Daa System 

K. = 0, K, =0, K, = 
ist { dem System 

K, ^ 0, "K^ — K, = 0, K, — K, = 0, 
d. h. alao : 

3 Kugeln, welche nicht zu Einer Schar ge- 
hören, schneiden sich in awei Punkten, welche 
anoh zuSiimmenf allen, und aucli imaginär werden können. 

G-nhuren die 3 Kugeln zum Komplex, so geht die 
Selinittgeiade der heiden Ebenen des Systems als Po- 
tenzaxe durch den Kern; alao; 

3 Kugpln dea Komplex, welche nicht nur 

Pnnktpaar, das mit dem Kern in Einer Geraden 
liegt. 

Sei AB ein solches Paar, so ist nach dem Potenz- 
satz OA . OB =: p ;^ p^, wo p der Uadius der Haupt- 
kngel, schneidet AB diese Kugel in H^ und H,, so 
werden A und B durch H, und H^ harmonisch 
getrennt. Auf jedem Strahl, der von ausgeht, 
jedem Kernstratl, gieht es au jedem Punkt A einen 
entsprechenden Punkt B, so dass OAOB = p^ Ist 
A(x . . ., und B (x, . . ., so ist x, = OB cos a, wenn « 
der betreffende ßichtungswinkel von OA ist, also 
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und ebenso umgekelirt 

OB' ■ ■ ■ 
.fede Komplexkugel, welche durch A geht, geht durch 
B u, V. V., denn wenn K | a, b, c, p die Kugel durch 
A und OA = r, OB = r^, ao ist 

^i-4^ + . .. — 2a-'^. . . + p = 0, oder 

|^(x,' + y/ + z/) + ... = 0, da aber 
=<,' + y,' + ^' = r/, so ist 

oder durch p dividiert und mit r^' multipliziert und 
umgekehrt gesohriehea; 

x,' + y,' + z^'' — 2ax, — 2by, — 2cz, + p = 0. 
Die Punkte auf dem Strihl OA bilden eine 
iuTolutoriache Ptinktroiht odei kurz eine Involution 
und zwar sind 2 Pälle zu unteraoheiden, je nachdem 
p' positiv oder negativ ist Im erateren !Falle iat g und 
damit die Hauptkugel reell; sie schneidet AB zwischen 
A und B und in der Verlängerung, die Punkte Hj und 
Hj sind reell, sie heiaeen die Hauptpunkte der 
Involution, und die Involution, aelbat hyper- 
bolisch. Ist p^ negativ, so ist die Hauptkugel, und 
damit Hj und H^ imaginär, die Punkte A und B liegen 
zu verschiedenen Seiten von 0, die Involution ist el- 
liptisch. Ist die Hauptkugel reell, ao schneiden sich 
2 Komplex-Kugeln, deren Oentren auf Einem Kern- 
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strahl liegeil, nicht; daon kann m 
Kugeln konstruieren , welche i 
Schnittkreis hahen; und dann schlägt i 
Punkt P die KompleKkugel, 
Hauptkugel der Tangente z 
Hauptkugeln liegen d 
Oentren. 

Ist die Hauptkugel ima: 
tritt an ihre Stelle als Vice- (Haupt-) Kugel die 
Kugel um den Kern mit Radius g, sie gehört aelhst 
zum Komplex uud wird daher von allen Kugeia 
des Komplex in einem Grösaten Krei s (Kugel- 
gerade) geschnitten. Man achlägt dann um P die 
Komplexkugel, indem man auf PO einen aenkrecliten 
Radius der Vieekugel zieht, und sein Ende mit P ver- 
bindet; hier ist jeder Punkt Centrum einer (reellen) 
Komplexkugel, 

§ 17 IM. Imer^ioa. 

Man kann luf die Zuoidnung dei Punkte 4 und B 
durch die Relation OA OB — p = ^j" «ine gt,nmetiisi.he 
Verwandtschait, d h /uordnang von Figuren giunden, 
welche von grosser praktiachei Bedeutung «eworden 
ist. A und B beissen dann ein Paai in\ erser 
Punkte (T 1, §35), es ist zweckmässig, dasPunktpatr 
mit A A, eto. au hezeiohnen. Dann ist unmittelbar 
klar, dass wenn p positiv, die Inversioa: äussere, 
die Hauptkugel, die jetzt InverBator heisst, sich 
selbst in der Weise entspricht, dasa jeder Punkt mit 
seinem entsprechenden zusammenfällt; ist p negativ, 
die Inversion: innere, so wird die Vice-Kugel 
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zum. Inveisatoi, luth iie fintupripht sich selbst abei tc 
di's jeiler Punkt seinem entapru oh enden diametral 
gegenJibet liegt Jede Kugel, des ß entapiicht sich 
ebentills selbst, wie mdi jedpi Kteis, in dem sich 
2 tugeln des i^ (also alle auf ihrei CectialeJ schnei 
den, aich selbst entspricht 

Sei K { a JT eine behebiiie Kugel, I { "t 

einer ihrer Punkte, dann ist nach dem voii^eu § 

p. {^ w. 

>,--[^(OP~r;OP,_r.).nd 
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die Centren M und M' liegen mit dem Kern daher 
(Proportionalität der Eichtungsfaktoren von OM und 
OM') in Einer Geraden, sie sind niclit inverso Punkte, 
aber da 

OM' _"_;__ _^ _ r' _ J_ 

OM ~ "b ~ ^ ~ "r" "^ jf ' 

so ist, wenn wir die Radien der Kugeln E und R' 

]0M-| E' 
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Satz 2) Der Kern (T. 1. Ceiitrum) der In- 
version iat Äehnliohkeitspunkt für je zwei 
inverse Kugeln. 

(Aeuaserer, wenn p und jt gleiches Zeichen, , innerer, 
wenn sie entgegengesetztes Zeichen haben.) 

Ist if = 0, d. h, geht die Kugel K durch 0, so 
rucken Centrom und Radius von K' ina TInendliche, 
d. h. K' wird zur Ebene. 

5.3) Die inverse Fläche einer Kugel 
durch den Kern ist eine Plankugel. 

Die Gleichung dieser Ebene ist 

«X, +^y, +7Z, -^. -0, 
d. b. ihre Richtungsfaktoren sind denen des Strahls OM 
proportional, sdso: 

5.4) Die einer Kugel durch den Kern, 
Kernkugel, inverse Plankuge! ist parallel 
der Tangentialebene der Kernkugel im 
Kern. 

Der FnsspunktP, des vom Kern auf die Plan- 
kugel gefällten Lotes ist [§ 7)|-^^--- ^^ l'- 

5.5) Der Fuaspunkt des vom Kern auf 
die Plankugel gefällten Lotes ist invers 
zum Schnittpunkt dieses Lotes mit der in- 
verseu Kugel. 

Da die Inversion auf Gegenseitigkeit beruht (T. 1, 
S. 156), so gebort zu jeder Ebene oder Plankugel als 
inverse Fläcke eine Kernkugel. Jedem Kreis (als 
Schnitt zweier Kugeln) entspricht wieder der Kreis, 
in welchem sich die inversen Kugeln schneiden. Jeder 
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Geraden ils S hrntt zweier Ebenen, entapricht wieder 
ein Kreife als S&linitt zweier Kernkugeln, also ein Kreis 
diircli 0, »le schon daraus folgt, daaa allen un- 
endlich feinen Punkten, und somit auch denen 
dar Geraden mvers ist. 

Sei w ein linearer Kagelltoinplex, dessen Kern 
nicht Oist, seine konstituierende Gleichung sei (10) in 
der Form: 

(10) a«...- l (™ + k) = 0. 

Es waren die Koordinaten der a . . . ji inversen 
Kugel «, . . , Jt^, wo 

;t ' JT ' ' p JT, p Ji 

somit :i 1 /»' \ 

".ir + ---t(^. + ")-°- 

aß, p + . . . — -^ (p" + kjtj) ^ 0; somit 

12) ?^- «. + . . . —^L+ |-j = 0; in Worten: 

S.6) EinemlinearenKomplex entspricht 
invers wiederum ein linearer Komplex, und 
zwar sind die Hauptkugeln selbst entspre- 
chende Kugeln, die Potenz der Inversion 
ist mittlereProportiouale zwischen denPo- 
tenzen der Komplexe (denn der Vorgleioli zwischen 

10) und 12) ergiebt a, =- a-? . . . k, =\). 

"Wie man in der Ebene durch S Paare inverser 
Punkte, welche nicht in Einer Geraden liegen, einen. 
Kreis legen konnte, der im Kern die Potenz der In- 
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veiMon hit, w kanii man im Eauin dmcli 3 Paar iu- 
verser Punkte, welt-he nicht auf Emei Ebene liegen, 
eine "Kugel legen, welotp im Kern die Potenz der 
Inversion liit, dihei liegen zwei inverse Kreise (wenn 
sie nicht in Einer Ehene liegen, m weli^hem Falle der 
Kern m diesei Ebene liegt), auf Einer Kugel; die 
In vei&ions strahlen bilden rjnen (giaden oder schiefen) 
Kieiskpgel und mau fa.dt den Sita 

S.7j EmKreiskegel, weichei eine Kugel 
m Einem Kreise schneidet, schneidet sie 
auch in einem aweiten Kreise. 

Die auf 8. 156, T. 1 gegebenen Sätze bleiben mit 
der für den ßaum nötigen Erweiterung bestehen, 

"Wit -»a^en, daas 2 Flächen ^ und F sich im Punkt P 
beiuliren, wenn sie in P eine gemeinsame Tangential- 
ebene (§ 11) haben. Dieser Ebene e entspricht dann 
inver eine Kernkugel k, welche die inversen Flachen 
y und F m P,, dem inversen von P, berührt, wie 
aus der Ein ieutigkeit und Gegenseitigkeit der inversen 
Be/iehung sotort erhellt H^ben die 2 Pliuhen m P 
einen gemeinsamen Punkt, und und e und u ihie Tan 
gentiaiebenm in P, so entsprechen diesen 2 Kernkugeln 
durch P, teren Tangentialebenen la den Ebenen e 
uni e j arallel sind {Satz 4) Die ^iangentialebeneu in 
die Kugeln m P^ sind, wie oben bemeikt, zugleich die 
der Flächen y^ und E^ in P, und da 2 Kugeln wegen 
der Kongruenz der Dieiecke aus den Radien und 
der Centrale sich überall unter demaelhen "Winkel 
schneiden, so schneiden sich luch die Fliehen y und F 
unter demselben Winkel wie die Flacben f und F, 
wir haben somit den wichtigsten Satz der Inversion 
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5.8) Zwei beliebige Flächen oder Li- 
nien sclmeiden sich in jedem gemeinsamen 
Punkt unter demselben "Winkel, wie ihre 
inyei-aen Flächen im inversen Punkte. 

Hieraus folgt sofort: 

5.9) Einem wnondli ch kleinen Tetraed er 
entspricht wieder ein unendlich kleinerTe- 
traeder mit den gleichen Winkeln der Flä- 
chen und Kanten (denn im Dreikant beaw. sph. 
Dreieck beatimmon die "Winkel die Seiten) oder: 

Jedem unendlich kleinenTetr aeder ent- 
metrisch-ähnliches. 

Da wenn der Hauptkreis reell die mvrisen Punkte 
an deraolben Seite des Kern hegen uni ötits ]e nahoi 
der eine dem Korn, desto weiter der andere so tritt 
Fall 2 bei positiver, Fall 1 bei negativer Potenz ein 

Die Inversion, auchKreisverwandt'-eh^ft 
(Möbiua) oder Transformation durch rezi- 
proke Radien {LiouTÜle) genannt, ist daher 
eine winkeltreue oder konforme Abbildung 

wissem Siane die einzige; da die ähnliche Abbildung 
oder Abbildung im veränderten Massstab durch 2 In- 

setzt werden kann. Ist OA . OA, = p und OA . OB, = q, 

OA, _ p 

OB. ^ 1 ■ 
Die Aehnlichkeit ist äussere, wenn beide Potenzen 
Zeichen haben, sonst innere. 
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Die Kugel. 



Ton der Inversion macht man Anwendung in der 
Theorie der höheren Kurven (vgl. T. 1 Cissoiile und 
Lemniscate) und Flächen, in der Potentialtheorie, in 
der Maschinenbaukunat znr wirklichen Geradführung, 
und in der Kartenzeichnung bei der so''en, ^Stereo- 
graphischen" Projektion. N mm man f der Erd- 




kugel an und projiziert sie durch einen von O aus- 
gehenden Strahle nkegel auf eine Ebene s parallel der 
Tangentialebene aa die Kugel in 0, so ist damit eine 
Abbildung durch Inversion gesetzt, sobald mit der 
Potena OFOP, = + p ausgestattet wird (Fig. 11), wo 
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F der Fuasj unkt dea von. auf e gefällten Lothes, 
P, derEnljiunkt les von ausgehenden Durchmessers 
ist ; denn sind P un 1 P ein Paar entsprechender 
Punkte so sind OPP und OP.P, ^, da OPF als 
Peripherie Winkel auf dem Halbkreis ein fieehtor, also 
OP OP, = OP OP, = p. 

Die Meridiane verwandeln sich dann in Kreise 
durch die dem Nord- und Sudpol N und S entspre- 
chenden Punkte Hj und Sj, die Parallelkreiae in Kreise, 
welche jene rechtwinklig durchschneiden. Man erreicht 
dadurch, dass alle Winkel auf der Karte richtig 
bleiben, d. h. denen der entsprechendea Linien auf 
der Erde gleich sind. Die Radien der inversen Merl- 
ine wechseln, dem Meridian durch seihst entspricht 
s Gerade N, 8, ; fällt mit H zusammen, so werden 
B inversen Meridiane zu einem Strahlenbüschel durch 
S, und die Parallelkreise zu konzentrischen Kreisen 
um S,. 

Alle diese Sätze sind synthetisch eni- 

hreiteten synthetischen Geometrie der Kugeln. 
Leipz. 1879. 



Die Flächen 2. tierades und 2. Klasse in 
allgeiaeiuer Behandlung. 



§ 18. Die homogene ttleicliunf? 2, Grades mit i Variahein. 

Die Kugelgleichung war sowohl in Punkt- als 

Ebenenioordinaten quadratisch; die Kugel gehört daher 
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du Fl 

(§ 11) 



§ n 11 



1) a„„r= + 2a, 


,rs + 2a,,rt+2a„3r + a„s' + 2a„ 




+ 2a„s + a,,t=+2a,,t + a, 




Form einer Gleichung 2. Uradf 


3 Variabein; wir 


machen die G-leichung homogen t 


Einführung einer 


■ Hilf s variabel, indem wir setzen 


Stollen 1 


pQnktkoordinaten bedeuten, so s( 


ben wii dalur x, 


■\, 7, und setzen b^ . . . gleich x,, 


wird für ^^ (Iw 


m 1 gesetzt, so ist x = x,, ; y - 



z ^^ Xj Sollen r, s, t, Ebenenkoordinaten bedeuten, so 
schreiben wir dafui n, v, w, wenn es Axenkoordinaten 
aind ; die allgemeinen Ebeneakoordinaten sind homogen 
und weid™ daiutch gekennzeichnet, dasa für s gesetzt 
wird a, ist (f/ + (Fi' + ''/— 1) so haben wir Hesse'aclie 
Koordinaten 

Duioh Einführung der Hilfsvariabel geht 1) über 
in die bec[ueme Form 2) ^aikSiSk^^O 
wo aik = a^i und die Indices i und k der Eeihe nach 
die "Werte bis 3 durchkufen. Die linke Seite von 2) 
heiast homogene Form 2. Grades und werde mit &' 
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bezeichnet; werden durch die s-Punktkoordinaten aus- 
gedrückt so ist Q-'='0 die allgemeine Gleicliung der 
Fläche Grade d o wir m t Eeje (l eomet ie der 
Lage) F ennen 1 efern d e sEl euenkoo bnatm, so 
ist G"=0 iie &le 1 ung e e Flache 2 Klasse ; y' 
nach Eeye a sa n nenfagaend sagen w r G = stelle 
ein Gel Ide 2 daung G' Hr 

Die Form 2) enthalt 10 Konstanten, da aber die 
Gesamtheit der Systeme \. ■ ., welche die Gleichung 2) 
erfüllen , sieh nicht ändert , (kurz r die Valenz der 
Gleichung ungeändert bleibt) wenn man mit einer Kon- 
stanten multipliziert, und nicbt alle a, ja sogar nicht 
alle Koeffizienten a^o a^ij %^\j a^, a^, verschwinden dürfen, 
so kann man durch einen von ihnen z. B. a^n, dividieren 
und die Form 2) hängt also nur von den 9 Quotienten 
ab. Bezeichnet man allgemein ein Wertsjstem der a, 
welches die Gleichung 2) erfüllt als Element des 
Gebildes G^ so sieht man, dasa im allgemenien die 
Foroi durch 9 Elemente und damit auch das Gebilde 
G' durch 9 seiner Elemente bestimmt ist, da aus 9 
linearen Gleichungen im allgemeinen die 9 Quotienten 
berechnet werden können als Funktionen der 9 Wert- 
Systeme s', . . . bis s°„ . . . Also: 8. 1) Eine F' 
bezw. y' ist durch 9 ihrer Punkte hezw. 
Ebenen im Allgemeinen bestimmt. 

&ind 8 Elemente \oa G' gegelen so kinn dds 9 
beliebig gewählt werden und es giebt unzählige Ge 
bilde G' w lohe dieselben H Elemente besitzen Man 
erlialt dann zur Bestimmung der 9 Quotienten 8 lineare 
Gleichungen und kann lann ö d iroh den 9 ausdrucken 
Nehmen wu au wii hatten duicb t^^ dividiert und be 

Simon AualjUsi-ha Ceorae ne des Kalmen S 
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zeichnen mit bik dann kann, mün z. B. die 8 

ersteD Quotienten durch den letzten b^j ausdrücken, 
und es ist bik — Sii( + S'ikbj3 wo die 8 ganz bestimmte 
Funktionen der 8 gegebenen Elemente s sind, also 
ganz bestimmte Stahlen, wir erhalten also 

?A(?L>^G^(S)+b33G'(S')undG' = o|GHc)+,tG''(d)l 

Wena wirSiii mit cjk imcl S'ni mit dik, und bj, 
mit A bezeichnen, wo i jeden beliebigen "Wert haben 
kann. 

Es sind aber G\c) = 0, Gf'(d) = die Gleichungen 
zweier Gebilde 2. Grades und D, diese haben zu- 
nächst die 8 gegebeneu Elemente gemeinsam, wie man 
sieht wenn man ^=^0 setzt, aber ausserdem noch un- 
zählig viele andere, welche eine einfach unendliche 
stetige Menge bilden, die a,l3 Sehn ittgebilde von 
C und D bezeichnet wird. Für jedes Element des 
Schnitts wird aber nach G'(a)=0, d. b. G''(a) stellt 
ein Gebilde dar, das den Schnitt von G"(d) und G' (c) 
enthält (durch den Schnitt hindurchgeht): also 

S. 2), Soll das Gebilde G^ durch 9 seiner 
Elemente bestimmt werden, so dürfen die 9 
Elemente nicht auE dem Schnitt zweier Ge- 
bilde 2. Grades liegen. 

8. 3). 2 Gebilde, welche 8 Elemente ge- 
mein haben, haben unzählig viele andere, 
die des Schnittgebildes, gemeinsam. 

Da ein Produkt zweier Formen ersten Grades 
auch eine Form 2. Grades ist, so kann es vorkommen, 
dass z. B. g'(c), d. h. die Form von G"(c) gleich 
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H' K' . ist wo H' = oder K' = ein Gebilde erster 
Ordnung, also entweder eine Ebene oder einen Punkt 
darstellen, dann ist 

(j3(a) = G''(b) + ^H'K' = 
die Gleichung des Gebildes G', dies enthält die Ele- 
mente, welche den Gebilden gii^n und diejenigen, 

Umgekehrt ist klar, dass, wenn die zwei Gebilden. 
G'(£t) und G'(b) gemeinsamen Elemente einem G^bilda 
erster Ordnung H' = angehören , G" (a) =, G= (b) 
+ /t H' K' sein muss : Also 

vS. 3). Zwei Gebilde 2. Gradoa, deren Sohüitt 
einem Gebilde 1. Grades angehört, beaitaen 
noch einen 2. öchaitt der einem 2. Gebilde 
1. Grades angehört. 

Die beiden Schnitte und damit die beiden Gebilde 
ersten Grades können zusammenfallen, so dass G*(a) 
= G''(b) + ^(H')', denn zahlt man diesen Schnitt dop- 
pelt, und sagt, dass G'(a) und G'(b) sich in diesem 
Schnitt berühren. 

Ist G' eine E^ so ist n'=0 eine Ebene e, der 
Schnitt ist, wie man orltenni, wenn man eine Kourdi- 
natenebene parallel der Ebene e annimmt, ein Kegel- 
schnitt (eine Kurve 2. Grades, 0' nach Eeye). Ist 
G' eine cp', so ist H'=0 die Gleicliung eines Punktes 
P, das Schnittgehilde wird gebildet von der Gesamt- 
heit aller Ebenen der 9', welche durch den Punkt P 
gehen (und Tangentialebenen an die y' sind), sie bii- 
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den den Tangentenkegel von P an die y'. Also 
spaltet sich. Satz 3 in: 

8. 3»). Zwei F', welche einen Kegel- 

zweiten Kegelschnitt gemeinsam. 

8. 3»). Zwei <p', welche eiaen Tangenten^ 

a weiten T angea tenkegel gemeinsam. 

Da ein Kreiakegel eine F' ist, weil er von keinen 
Geraden ausserhalb in mehr ala 2 Punkten geschnitten 
wird, so war der Satz von der Kngel ein Beispiel 
zu 3»). 

Es braucht nicht erat bemerkt zu werden, dass 
einer oder beide dieser Schnitte auch imaginär werden 



Sind von den Elementen des Gebildes G" oder 
Gf (a) 7 bekannt, so kann man 9 der Quotienten durch 
zwei von ihnen ausdrucken und erhält, wie vorhin 
&»(a){G'(b) + ^G=(c) + ;*G'(d). 

Man sieht, dass au G°(a) alle Elemente gehören, 
welche B, 0, D gemeinsam sind, dies sind zunächst 
die 7 gegeben, wie man sich überzeugt, indem man Z 
und /t zuerst beide Null setzt, dann f* allein, aber 
ausserdem noch ein 8'^^ das im allgemeinen von den 7 
verschieden ist, da 3 Gleichungen 2. Grades, wie die 
Algebra zeigt, 8 gemeinsame Lösungen haben. Also 

8. 4). Zwei Gebilde zweiter Ordnung, 
welche 7 Elemente geraeinsam haben, haben 
auch noch ein durch die 7 bestimmtes S'«-« 
Element geraeinsam. 
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Die Form von D kann wieder das Produkt zweier 
Formen ersten Gradea sein , oder wie man sieb aus- 
drückt, das Gebilde D kann in zwei Gebilde erster 
Ordnung H' und K' zerfallen, dann haben B, 
und H' vier Elemente, B, C und K' auch 4 Elemente 
gemeinsam. Der Schnitt aweier Gebilde 2 GriJes 
wird von einem Gebilde ersten Grades, dis nicht ganz 
zu ihm gehört, in 4 Elementen gesobnitten Sind die 
Gebilde zweiter Stufe F"s, so ist H' eine Ebene, sind 
sie y', ao ist H^' ein Punkt, im ersten Fall nennt man 
den Schnitt der F's eine Eaumkurve, im zweiten 
Fall, eine geradlinige oder Eegelfläche, von 
der Eaumkurve liegen nicht mehr als 4 
Puniite auf einer Ebene, bei der Segelfläche 
gehen nicht mehr als 4 ihrer (Tangential) 
Ebenen durch einen Punkt, beide Sclmittgobilde 
nennt man daher vom 4. Grade. 



^ 19, Polare. 



& = 



Sei 
-,2aik3iSk = 



+■,,■ 


\'+ -0 


<" S8l> 


j (i W rt 


El m l 1 


&1 i u d 


f 11t b 


i Elm t 



als Gleichung des G t 'Id 

System der Variabein li 

wenn es die Gleichung 1) 

des Gebildes; es wird k rz m t 1 h t 

Element bervorgehobe w 1 t 

B :&{.). 

Schon in § 4 ist bewiesen, dass 

2) a(.+.o-nw+2^M'0'(s,) + G(.o 
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3) G'(8]) = ai„a„ + ai, Sj + ai^Bj + 31385= J'näiii an 
(2 G' (si) heisst die Ableitung von G (s) nach s;). 

Die Form ^s'Ö'(si) sowie jede äquivalente lieisst 
Polarforn P (s' G) des Pol(elemeiits) b' für die 
Form G-; aielit man darin s' als gegeben, s als variabel 
an, so ist P[3'G) = ein Gebilde erster Ordnung 
nnd heiast die Polare von s' iu Bezug auf das Ge- 
bilde G==0. 

Es ist G(a4-s') = G(3' + a) und somit 

4) P(a-G) = ^s'iG'(si) = 2;aiG'(s'i) = P(s,s') 
ferner war (§ 4) 

5) ^SiG'(si) = G(s). 
Aus 4) folgt sofort: 

S. 5). Gehört das Element 9 Kur Polare des 
l'oles s', so gehört das Element s' zur Polare des 
Elemuut ». 

Aus 5) folgt ebenao achneU : 

S. 6). Liegen Pol und Polare in einan- 
der, so gehört der Pol anra G>(l)ilde G und 
umgekehrt. 

Bestimmen die Yatiabeln Punkte oder kurz iat 
das Polelement ein Punkt, ao ist die Polare 
eine Ebene, deren Koordinaten G'{ai) sind; ist das 
Poleleraent 8 eine Ebene, ao ist die Polare ein 
Punkt dessen Koordinaten ö'(si) sind, also 

8. 7). Pol und Polare sind Stets von ent- 
gegengesetzter (reciproker) Beschaffenheit 

Dieser Satz legt ea nahe, diese Eeaiehung zu. be- 
nützen, nm zwischen Punkt jjnd Bbenenkooidmaten zu 
wechseln, indem man 6'(3i) = 0isetzt ; aKo setzt 
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6) •„>. + •., ■,+»..». + •..'.-«. 

Z'l + Z'.+'.y. + Ci—'. 

»..■. + ".,■,+■..■> + •..>. = '. 
ein System von 4 homogenen linearen Gleichungen. 

Das System 6) gestattet im allgemeinen die s um- 
gekelirt durch die a auszudrücken, und man erhält 

7) Si = «i„<r„ + ai,^, + «i,c, + «i,<»,^H'(Bi) 

wo die a Fuuldionon der aiii sind, die alle deaaolben 
Nenner A haben. Nur wenn A == iat, iat die Umkeh- 
rung der Beziehung zwischen den 8 und tr nicht ge- 
stattet , dies kann nur eintreten , wenn die 4 Q-lei- 
chungen 6) niiteinjnder unvereinbar sind, d. h. wenn 
eine derG'(si) schon durch, die 3 anderen hestimmt ist, 
also A=0 ist ein.0 Gleichung zwischen den Koeffi- 
zienten aiit, welche aussagt, dass wenn 3 der G'(si) = 
sind, dieVierte es von selbst ist. Ist A = 0, so soll 
die Form und das Gebilde G uneigentlich ge- 
nannt werden, 

Ist die Grundform G eigentlich, so gehört zu jeder 
Eorm H(s) eine "Wechselform H(o-), und zu jedem 
Gebilde H(s) = 0, ein WechseJgebildo H (ff) = 0. 
Die Gebilde H und ^ sind im allgemeinen verschie- 
den, aber von gleicher Ordnung, nur in verschiedenen 
Eanmelementen ; sind sie identisch, so müssen Pol und 
Polare in einander liegen, also 

S. 8}, Das Gebilde G iat sein eigenes 
Weohselgebilde F. 

S. 9). Ist c die Polare zum Pol s in Bezug 
auf G, so ist s die Polare zum Pol a in Bezug 
auf P. 
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Man erhält H und damit Satz 8 und 9 wenn man 
5) in der Form achreibt ^3iOi = = ^aiH'{(ri), und 
damit zugleich 

S. 10). Dio Weohselform einer Wechsel- 
form ist wieder die ursprüngliche Poim 

§ 20. Das Tangential Element. 

Es Beien s' nnd s" zwei Elemente des Gehiets 
der a, dann nennt man den Komplex aller Elemente 
e ja'i+-Is"i, wo l von —<k bis -\-m Hüft die Ge 
rade 8' S", wenn noch festgesetzt wird, dasa für 
^ + CO Element s = 3" sei. Setzen wir in G (a) diese 
Werte für bi ein, bo giebt 2) wenn s zum Gebilde G 
gehören soll 

8) e(5)-9(>')+2-iP(.'.")+A'e(s')-o. 

Dies ist für X eine quadratische Gleichung, also 

8. 11). Ein Gebilde 2. Ordnung hat mit 
einer Geraden ausser ihr nicht mehr als 

Eine F" wird von einer Goraden ausser 

ihr in nicht mebr als2 Punkten geschnitten. 

8. 12. Eine F^ wird von einer Ebene in 

Eine 9)' wird von einem Punkt in einem 
(Tangenten) Kegel 2. Grades geschnitten. 

Ist 9' auf G, so ist G(s')=0 nnd eine Wurzel l 
der Gleichung, 5), wie voraus ans eben, ist Null; ist aber 
anoh P (s'a") = 0, d. b. liegt s" auf der Polaren 
z u 8', auf der s', weil zu G gehörig, ebenfalls liegt, so 
wird auch die 2. Wurzel X zu 0, der aweite Schnitte 
pnnkt der Geraden S'S" (kurz g) fallt mit s' zu- 
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ie Gerade g heiast dann Tangente 
in a'. Die Polare zu einem Element s' des 
Gebildes G ist also derOrt aller Tangenten 
an G in s'. Als solche heisat sie: Tangentiale, 
Die Tangentiale läsat noch eine aweite AuiTaaauug zu. 
Wenn X&" unter jedes Maas klein, so verschwindet 
-l'G"(s") gegen X. 

Ist s' ein Element von G, a' + ■* a" irgend ein be- 
nachhartes, so ergiebt 8) P(s'^8") = 0, und wenn man 
Xs" beliebig variabel setzt, also ^ a." =^ s., so ist diea 
die Gleichung der Polaren von s', der also alle s' be- 
nachbarten Elemente von G geniigen, wie bereits im 
§ 11 8. 49 nachgewiesen. Wir formulieren; 

9. 13. Alle Tangenten in einem Punkt a' 
einer Pläclie F= Hegen auf eiuer Ebene, der 
Tangentialebene an FMn s', welche zugleich 
die Polare (Ebene) von a' ist. 

S. 14. Alle Tangenten in Einer Ebene s' 
einer Flüche y' liegen auf Einem Punkt, 
dem Berührungspunkt, welcher zugleich 
Polare (Punkt) von s' ist. 

S. 15. Eine eigentliche Flache 2. Grades 
is t zu gl eich eine (eig entliehe) Fläche 2. Klasce 
und umgekehrt. 

Es kann vorkommeo, daas ein Element s keine be- 
stimmte Polare besitzt; dies tritt ein, wenn P (sc) 
identisch verschwindet, d. h. alle G' (si) gleich Null 
sind, da dann nach, 5) auch G (a) verschwindet, ao liegt 
ein solches Element steta auf G, und ist durch 4 
homogene lineare Gleichungen bestimmt, die 4. muss 
also von selbst erfüllt sein, es muas also zwischen den 



y Google 



90 Die Flächen 2. Giades n. 2, Klasse in aUg. Rohand. 

Koeffizientea die Gleichung Ä ^ herrschen, dies Ge- 
bilde G musa ein un eigentliches sein, und es giobt im 
allgemeinen nur ein solches Element s , das wir 
Doppelelement nennen. Verschwindet ausser P {a's") 
in der Gleichung 8) noch G (b"), d h liegt ausser dem 
Berührungspunkt noch ein Element des Gebildes G auf 
der Tangente, so verschwindet 8) identisch, A. h. es 
liegt die ganze Tangente m s' auf G Man sieht, dass 
jede Gerade durch ein Doppelelement entweder ganz 
in G liegt, oder mit G lus'ipr dem Doppelelement kein 
Element gemeinsam hat; daserstere tritt ein, wenn die 
Gorade ein Element von G mit dem Doppelelement 
verbindet. Also ; 

8. 16. Eine F" mit einem Doppelpunkt 
ist eine Regel fläche (geradlinige Flache), deren 
sämtliche Gerade durch de a D o p pelp unkt 
hindurchgehen, sie heissfc Kegel 2. Grades, 
der Doppelpunkt Spitze. 

8. 17. Alle Tangentialebenen desKegela 
gehen durch die Spitze, jede Ebene durch 
die Spitze schneidet den Kegel in einem 
reellen oder imaginSren Kegelschnitt mit einem Doppel- 
punkt, d. h. in zwei Geraden. 

8. 18. Eine g)= mit ei ner Doppelebene ist 
eine Eegelfläche, deren sämtliche Gerade 
auf der Doppelebena liegen; die sämtlichen 
Berührungspunkte liegen auf der Doppel- 

Es kattu vorkommen, dass G noch ein zweites 
Doppelelement besitzt, s' und s", dann sieht mau so- 
fort, dass auch a' + is" ein Doppelelement, d. h. das 
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Gebilde besitzt eioe D oppelgerade und reduziert 
sich bei Puaktkoordinatea auf 2 sich sotneiileiide 
Ebenen, bei Ebenonlcoordinaton auf 2 Punkte, Rückt 
die Spitze doa Kegels ius XTnendliclie , so nennt man 
den Kogel: Cy linder. 

Die uneigentliclien F' Bind also: -Kegel, 
Cylinder, System 2 Ebenen, Doppelebenen ; die un- 
eigentlichen rp^: Doppelebene, unendlich ferne 
Ebene, System 2 Punkte; (Doppelpunkt). 

§ 21. Pol und Polare. 

Sei jetzt a' ein beliebiges Element, s ein zweites 
uüd s, + -^3 die Verbindungagerade; die Grösse A. ist 
wenn wir s'^ und a, als 1 anseilen, das Teilungs- 
verhältnis der Strecke s' s, wenn wir den Begriff 
Strecke hier im erweiterten Sinne benütaen, so dass er 
auuli den Winkel zwischen s und s' bedeuten kann. 
Zwei Elemente Ä und ^' auf s' s heissen wieder har- 
monisch, wenn ^ + Ä'=^0 ist. Für die Schnitt- 
elemente von s's mit G gilt die Gleichung 

8) ^'G=(s) + 2.1P(ss') + G{sO = 0, 
sie ergiebt für ß, 

9) -t - - ijiff (P ("') + yi"("')-awsM- 

Die Grösse unter der Wurzel ist selbst eine 
quadratische Form K in Bezug auf s ; K = 0, das Ge- 
bilde K, liefert die Gesamtheit aller von s' an G ge- 
zogenen 'Tangenten. Das Element a' gehört selbst zu 
K, da P(a's') = G(3') ist (5) und ist ein Doppel- 
elemeut, da K'(sj) = P(sa') G'(s/) — G'(s^) G(a') für 
s=b' identisch verschwindet; für die Borührungselemente 



y Google 



92 Die Flächen 2. Grades u. 3. Klasse in allg. Behand. 

selbst istG(3) = 0, also ist für sie zugleich K = und 

G = 0, d.h. auch P{sa') = 0. Wir hahen die Sätze: 

8. 19. Die Tangenten von einem Punkt 

an eine F" bilden einen Kegel (2. Grades), 

Kegelschnitts berührt. 

S. 20. Die Berührungspunkte liegen auf 
der Polaren des Punktes. 

[Die Tangenten von (in) einer Ebene an eine y' 
bilden diese Ebene, welche die ^p' in einem Kegel- 
schnitt berührt, die Berührungsebenen liegen 
auf dem polaren Punkt der Ebene.] 

Die Gleichung 9) zeigt, dass, wenn s auf der 
Polaren von s', (also auch s' auf der Polaren von a), 
die beiden Werte des -I entgegengesetzt sind. Also: 

S. 2l. Pol und Polare werden durch das Geblhle 
harmonisch getrennt. 

Die Polare heisst daher auch: harmo- 
nische Polare. 

Sei jetzt a irgend ein Element auf s' s", a seine 
Polare, so ist 

a = 8' + ^a", (Tj^G'B. = G(Y) + '*G(s.") = a.'+Äo^" 
oder: 

Bewegt sich ein Pol auf einer Geraden, 
so bewegt sich seine Polare ebenfalls anf 
einer Geraden. 

Diese Geraden heissen reziproke Polaren. 

Bei der Bewegung bleibt das Teilungaverhältnis ^ 
intakt, also : 

yier harmonischen Polen entsprechen vier 
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harmonisclie Polaren, die Träger geraden beider 
Systeme sind reziproke Polaren. 

Wir bezeichnen die Öerade der Pole mit g und 
die der Polaren mit y. 

Es sind durch die Polarität z (geordnet I unkt 
und Ebene, Gerade und G-erade Tedem Punkt auf 
einer Geraden ist der Punkt augeorlnet in welchem 
seine Polare die Gerade schneidet jeder Ebene welche 
durch eine Gerade geht, ist die Ebene duich die Ge 
rade augeordnet, welche den Pul enthalt, man kann 
daher die Gerade ebensogut als Raumelen ent an'.phen 
wie Punkt und Ebene, und diese Geotnetiit, wekhe 
Yon Plucker und Kummer begründet, \ott Eeje und 
Sturm ausgebaut ist, heisst Liniengeometrie, 

Wenn die beiden reziproken Polaren g und y sieh 
in einem Punkt schneiden, so liegen sie auch zugleich 
in Einer Ebene und umgekehrt, wir können dann sagen, 
aie besitzen ein Verb indungselem ent s. Dann liegt e 
auf g, und somit geht seine Polare n durch j', also auch 
durch s, der Pol s fallt also in seine Polare, d. h. 
s gehört zum Gebilde G. Nimmt man irgend ein 
Element vom Charakter der s auf ;■, es sei A, so liegt 
A auf der Polaren von s' und s", seine Polare geht 
also durch s' und s", d. h. die Polare a von A geht 
wieder durch g, und somit ist die Bezeichnung „re- 
ziprok" gerechtfertigt, und zugleich folgt, dass die 
Polare o des gemeinsamen Elements s auch durch g 
geht, d. h. die andere Verbindung von g und y ist 
die Polare von s, d. h. die Tangentiale, und g und y 
sind Tangenten: 

Zwei sich schneidende reziproke Polaren 



yGoosle 



94 Die flächen 2. Gtadeä u. 2. Klasse in allg. Bcband. 

Bind TaBgeaten, ihr Schnittpunkt ist ein 
Punkt der durch das Gebilde G gesetzton V\ 
ihre Schnittehene Ebene der augehörigen q,\ 

Zur Vereiofachung können wir jetzt festsetzen, 
dasB die Variaboln s Punkte, die Variabein <t Ebenen 
bedeaten, denn die Formen G (a) und r{o) stellen ein 
und dieselbe Fläche dar, abwechselnd aulgefasst als In- 
begriff ihrer Punkte oder (berükrendon) Ebenen, und 
es ist jetat leicht, au zeigen, dass, wenn die Form 
G(s) eigentlich, die Form r{a) desgleichen und umge- 
kehrt. Jeder eigentlichen Fläohe 2. Grades kommen also 
auch die Eigenschaften der eigentlichen Fläche 2. Klasse 
zu, und man kann beide zusammenfassen in den Begriff: 
Fläche 2. Sanges oder Quadric und die Hauptsätze 
z, B. formulieren : 

Bewegt sich der Pol auf einer Ebene, so 
bewegen sich die Polarea um einen Punkt, 
deo Pol jener Ebene und v. v. (S. 5). 

Bewegt sich der Pol auf einer Geraden g, 
80 dreht sict die Polare um eine Gorade y, 
und bewegen sich die Pole auf y, so drehen 
sich ihre Polaren um g. 

g und y heissen: reziproke Polaren. 

Der Schnittpunkt S zweier reziproken 
Polaren ist ein Punkt des Quadrics, die sich 
schneidenden selbst sind Tangenten an den 
Quadric in 8, und ihre Ebene ist die Tangen- 

Zwoi konjugierte Punkte werden durch 
den Quadric harmonisch getrennt. 
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Zwei konjugierte Ebenen werden dnrcli 
den Quadric harmonisch getrennt. 

Ausführlicher : Legt man durch die Schnittgerade 
zweier Tangentialebenen eine Ebene s und die Ebene 
J) des Büschels durch den Pol von s, so werden e und 
j; durch die Tangentialebenen harmonisch getrennt. 

Nimmt man auf einer Sehne AB einen beliebigen 
Punkt P und konjugiert nuP den Punkt Q der Punkt- 
reihe auf der Polarebene von P, so werden V und Q 
durch die Endpunkte der Sehne harmonisch getrennt. 

§ 92. Gei-adlinig'e (Juadric. 

Seien g und y zwei sich in S schneidende rezi- 
proke Polarea, zieht man in der Ebene (g, 7), der 
Tangentialebene in S, eine beliebige Gerade, die nicht 
durch S geht, so wird sie g und j- in A und a und 
die Flache Gt = in B und C achneiden; die Linien 
BS und CS sind dann Tangenten, und da sie in S 
infallende Punkte mit der Fläche 
haben sie alle Punkte mit der Fläche 
) Gleichung 8} auch zeigt, aus der Ä 
ganz herausfällt, wenn G(s') = 0, P(a'a") = und 
G(s") = 0, d. h. wenn die Tangente mit der 
Fläche noch einen Punkt ausser dem Berüh- 
rungspunkt gemeinsam hat, so liegt sie 
ganz auf der Fläche. 

Die Tangenton SB und SC liegen also ganz auf 
der Pläobe. 

Die Tangenten SB und SC sind sich 
selbst reziproke Polaren, denn die Polarebene 
jedes Punktes auf S B geht darch S B und eben- 
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dasselbe gilt für SC, sie heiasen Haapttauge 



iten, 



Da die Punkte AaBO auf 
und Stt in der Polarebene vc 
in der Polarebene von a), so 
Puakte AaBO vier ham 
Polarebenen ach neiden sich 
bilden ein barmonisübea Syste 
sind reziproke Poli 



qA {wie umgekebrt SA 
sind nach Satz 21 die 
oniscbe Punkte, ibre 
n einer Geraden v und 
n (8. 21), und n und v 
Gerade v ist keine Tan- 



gente, weil n keine Tangente ist, aie schneidet die 
Fläche also ausser in 8 noch in S', dann sind 8'A 
und S'B HaupttangentoQ, [Tangenten, weil in der 
Polarebene eines Fläcbenpunkts und durch den Pol 
gehend, ganz in der Pläche, weil ausser dem Berüh- 
rungspunkt noch einen Fläcbenpunkt enthaltend], "Will 
man also im beliebigen Fläohenpunkt S die Haupt- 
tangenten konstruieren, so verbindet man 8 mit einem 
andern riäohenpunkt S', konstruiert in S und S' die 
Polar- (Tangential-)Ebenen, indem man dnrob S bezw. 
S' zwei Schnittebeuen legt und an die entstehenden 
Kegelechnitte in 8 bezw. 8' die Tangenten zieht; die 
Polarebenen schneiden sich in Cß, welche die Fläche 
in ß und C achneidet, so sind SB und SC die Haupt- 
tangenten. 

Zieht man in der Ebene (gj.) irgend eine andere 
Gerade, welche nicht durch S geht, und die Fläche in 
B' und C, g und y in Ä' und «', schneidet, so liegen 
B' und C wieder auf den Strahlen SB und SC, denn 
die Ebene (gj.) aohneidet, wie jede andere Ebene, die 
Eläche G = in einem Kegelschnitt, und dieser kann 
in nicht mehr als 2 Gerade zerfallen ; es giebt also 
durch S nur die beiden Haupttangenteu. Also ; 
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Satz 22: Durch jeden Punkt S einer (eig.) 
Fläche 2. Gradea gehen 2 Tangenten, welche 

proker Tangenten in 8 wird durch die 
Haupttangenten harmonisch getrennt. 

Die Haupttangenten können reell oder imaginär sein. 

Satz 23l Sobald eine einzige Haupttan- 

Quadric ist eine ßegelf lache. 

Denn zunächst geht durch jeden Punkt 8 der 
einen Haupttangente h njch eine zweite, da die Tan 
genlialehene in S aus der Flache einen Kegelschnitt 
aii=iBi,hneidet der h als Beat'indteil enthalt also auch 
eijie2 (rtiideh ebenfalls enthalt T egt ma durch h und 
einen helieligcn Punkt S der Flache eine Ebene, so 
schneidet sie die Flache in einem Kegels(,hnitt dei b 
als Bestandteil enthalt also nuch eine zweite Gerade 
daruh 8 enthalt es existiert also in jpdem Punkt 8 
die eine Haaptt lugente il o auch die zweite Die 
erste durch S gehende schneidet h die zweite it usB 
dann kreuzen, weil sonst der SchnittkegelsLlinitt m 
drei&eiade zeifaUen musste, was ei nicht kann. Also. 

Durch jeden Punkt eines geradlinigen 
Quadric gehen 2 Gorade, welche 2 Scharen 
bilden, so dass jede Gerade der einen Schar 
alle Gerade der andern achneidet, während 
sich 2 Gerade derselben Schar kreuzen. 

Die Form G kann man iiir die geradlinige Kegel- 
fläche a priori bestimmen. Sei g { u | v, d. h, u und v 
die Gleichungen 2 Ebenen durch g, und h Uj | v^, und 
Siuiun, Anaiytis 
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g und h sohneidea sieh m^'ht, d. h. u;v; u^jv,; ver- 
sahwinden nicht gleitkzeitig , so muss G- = sein, so- 
bald u. und y zugleich verschwinden und u^ und v, ; 
ä. b. also fvon einem kon&tantea i'aktor abgoaehea) 
.3t G = u-Vi — vu,. 

Die Torrn ändert ihre Valenz nicht, wenn man 
in der Form, ,i u, v, ■ — Ä^l^ v^ addiert, und geht dadurch 
über in (u + ^ u,) v, — u, (v + ^ v,), woraus man siebt, 

dasa G- verschwindet , wenn gleichzeitig ![!»„' q 

Diese Gleichungen stellen zwei Ebenenbüschel dar, 
welche so aufeinander bezogen sind, dass jeder Ebene 
des einen Büschels die Ebene gleichen Wertes des Pa- 
rameters im anderen Biiachel entspricht. Solche Büschel 
heissen projektiv, die augeordneten Ebenen kunjugieit. 
Also: 

Die Regelfläche F^ Ist der Ort der 
Schnitte konjugierter Ebenen zweier pro- 
jektiver StrahlenbÜschel. 

Man sieht sofort, dasa 2 Schnittgeraden der beiden 
Büsthel si<;h nicht schneiden können, denn wenn gleich- 

-i% u.f^u,=0 v + ^v.=0 

„+^u^-0 v + ^v,-0 
so müsaten gleichaeitig u Uj v Vj =0, d. h. g und h sich 
schneiden. 6 hätte dann, wie man sofort sieht, im 
Schnittpunkt einen Doppelpunkt, wäre alao ein Kegel. 
Da man zur Form G ebensogut ^vvj — ^vv^ ad- 
dieren kann, so sieht man, dass G auch 

j(. + iT)v,-(,, + ,!v,)v, 
d. h. aber es liegt auf der Fläche noch eine 
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2. Scliar Gerader, die entsprechenden Schnitte 
der projektiven Bbeneiibüschel u + rv = 0, 
u, + ^' V, = 0. 

VüT eine solche Sohnittgerade bostehon diese beiden 
Gfleichimgen und ea giebt auf ihr einen Punkt, m dem 
sie von einer Ebene des ersten Büschels getroffen wird, 
für den also z. B, a -]- 5- i^i = 0, dann ist fiir diesen 
Punktum — Xu,, — Xti,-|-X'T = 0; Xu, +X3>' v, =0, 
alao X'{v + Xv,) = 0; v + Xv, =0, d. h. aber: 

Wenn drei dieser Gleichungen erfüllt sind, 

Jede Gerade der einen Schar wird von 
jeder dor anderen geschnitten. 

Da jede Gerade ihre eigene Tangente, so 
muss die Ebene durch zwei sich schneidende 
Geradon die Tangentialebene im Schnittpunkt 

§ 23, Die Bej'C'sclien Äsen. 
Wir können auch die anderen Resultate des vorigen 
Pari^rapben durch die Rechnung bestätigen, 
s' ! s'j , . . und s" j s"^ . , . waren 2 beliebige Punkte a' 
und a" ihre Polarebenen, dann ist 

g s'-\-Aa", /Jct'+i"*"" (in Ehenenkourdinaten), 
Für den Schnittpunkt von g und y ist 
P(s'H-?.3",3') = und P(s' + Xa",s")=0, d. h. 
10) G(s')+X.P(8's") = 

XG(s")+P{3's")=^0. 
Soll also ein Solmittpiinkt esistiereö, so muss X ^^ X 
loin, a. h. P'(s'.")-G(.')9(s"), d. h. nach 9) 
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s" auf dem von s' ausgehenden Tangenten- 
kegel und v. y. oder: gmuss eine Tangente sein. 

Die Koordinaten des Beiuhiungspunktes sind dann 
I P(b's')s' 
zu entnehmen aus S s'— — , , . „ . — und man sieht ohne 

I *^^ ) 

iveiteres dass U(8) = (§ 21, 8] 

Soll g sich selbst rezij rok , ilso mit y identisch 
sein, so muss l aus dem G-leiohungssystem lO) heraus- 
faUen, d h es muss gleichzeitig G(s'), P(s'3") and 
damit auch G(h') = spip , d h die ganze Gerade g 
lieECt auf dei Flii^he Da'is luch j eine Tangente ist, 
folgt aus dei Beti ichtung der Foi m P, welche sich 

von G nur um eine Konstante unterscheidet { -r- \ 

und wenn II (aa') so aas V ahgeleitet wird, wie P aus 
G, so sieht man, dass II(orr') sich um dieselbe Kon- 
stante von P (s s') unteracheidet , ao dass also die Be- 
dingung P'(s's") = G-(s')G(b") sofort die Bedingung 
n^{a- a") = r{a)F{a'') nach sich zieht. 

Man kann die Gleichung von y in gewöhnlichen 
Panktkoordinaten fast ohne Eechnuiig ableiten, ein 

k' — /x" 
Punkt von y ist 8 dessen Punktkoordinaten — T'^-T' ■ ■ ■! 

wo ^=^7^r = ^^giy Die Eichtungsfaktoren von 
/ erhält man aus der Bemerkung, dass wenn | ij ^ die 
Koordinaten des unendhch fernen Punkts eine Gerade 
^:^:f = cos«:cosjJ:co37. 
r„ . x-s, y-y, z-z, fl-T/) 



yGoosle 



Die Eeye'scliKn Axen. 101 

unclweniix,y,aii1jerjedeaMaSBgros3- — -=: — ~ä^^ ■ 

Der unendlidi ferne Punkt auf y ist ein den 
Ebenen o' und '!'' gemeinsamer, wir erkalten ihn, wenn 
wir in den Gleichungen für a' nnd o" die Koordinate 
Bj ^ setzen und 8|, ; Bj ; 8, ; endlich lassen , alsdann ist 

Das System ist uns schon S. 26 u. begegnet, es giebt 

=^oosa:cos^:cos/ wo [a ;3] wieder ay5 — b a bedeutet, 
also Kl f "al ^ 11", f "a — "'s""!' wenn also |', if, t,', die 
Koordinaten des Schnittpunkts S sind, so ist die 
Gleichung von y 

' K"".] K''"»] K"".]' 

Da g I ~P^. = ~-^ = . . . so ist die Beding- 
^\x"-x' y"-y' ^ 

ung, dass g und y (welche ja S gemein haben) zusammen- 
fallen, die Proportionalität der Richtiingsfaktoren also 

und man überzeugt sich leicht , dasä dies System mit 
dem der Gleichungen G (s") =- 0, G (a') = ; P (s' s") = 
identisch, 

Ist g keine Tangente, so ist es auch y nicht, aber 
bei der Ableitung der Eiuhtungsfaktoren haben wir 
von dieser JJedingang gar keinen Gebrauch gemaeht, 
somit gilt die Gleichung 11) für je 2 reziproke Polaren, 
wenn unter §' . . . die Koordinaten eines beliebigen 
Punkts von y verstanden werden, insbesondere ist die 
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Bedingung, dass 2 reziproke Polaren aufeinander senk- 
recht stehen. 

12) [.'..".][■',"■,] + -0. 

Die Lioieu g «ad ■/ besitzen stets eine gomein- 
Bchaftliclie Senkrechte t, und Ebene (tyj steht auf g, 
Ebene tg auf ;■ sonkreobt, der Pol von (t-/) liegt auf g. 
der Pol von tg auf y, somit kann man auch sagen: 
Eine Gerade g , welche auf ihrer reziproken Polaren 
senkrecht steht, ist das vom Pol auf die Polare (Ebene) 
gefällte Loth, sie heisst nach Heye: Axe, und der 
Komplex der Axen ebenfalls nach Heye ; A x e n - 
komplex. Da zu jeder Ebene in Bezug auf eine ge- 
gebene (eigentliche) P' ein Pol gehört und stets durch, 
den Pol eine Senkrechte zur Polaren, so stellt der 
Axenkomplex eine «.Hache Menge von Ge- 
raden dar. Liegt der Pol in der Fläche, so liegt er 
in seiner Polaren und die Axe, deren Pol er ist, steht 
auf der Tangential ebene im Berührungspunkt 
senkrecht, es ist die Normale. Da die Eich- 
tungsfaktoren der Tangentialebene im Punkte s' gleich 
&^ ; o\ ; o'j sind , so ist die Gleichung der Normalen, 
wenn x', y', z', die Puaktkoordinaten des Berührungs- 
punktes sind: 

Ist x' . . . ein beliebiger Punkt, der als Pol eine 
Axe genommen wird, so ist seine Polare o' und hat 
zu Eiciitungsfaktoren ebenfalls "'(,■■ ■, also ist die 
Gleichung jeder Axe, wenn die Koordinaten ihres Pols 
gegeben sind 
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13.) 



Man sieht, wie die I ileitkungen cler Tangential- 
ebenen und der Polarehenen ¥0n derselben Form und 
sich nur dadurch, unterseheiden , daas der gegebene 
Punkt für die erstere auf dei Fläche liegt, ao hat man 
ebenfalls den Satz 

Die Gleichungen der Normalen und der 
Axen sind von derselben Form, und unter- 
scheiden sich nur dadurch, dass der Pol 
für die Normalen auf der Fläche liegt. 

Die Normalen gehören zu den Axen und bilden 
innerhalb der Asenkomplex eine Menge co'- Stufe. 

Wenn die Normalen in ^woi Flacben- 
punkten Ä und B aioh schneiden, so ist AB 
auch eine Axe, 

denn ihre reziproke ist die Schnittlinie der beiden 
Tangentialebenen in A und B und steht als solche auf 
der Ebene der beiden Normalen und somit auch auf 
A B senkrecht. 

Eine Linie einer Fläche, deren benach- 
barte Normalen sicli schneiden, heisat eine 
Krümmungslinie, also 

die Tangenten an eine Krümmungslinie 
einer P'^ sind Axen. 

Die den Axenkomples definierende Gleichung 12 
ist vom 2. Grade in den Koordinaten der Linie, der Axen- 
komplex ist also ein Linienkomplex 2. Grades, die 
Gleichung ist ferner in den Koordinaten s" (bezw. s') 
vom 2. Grade, sie zeigt, dass der Ort der s" eine 
Fläche 2, Gi"ades ist, wenn s' gegeben, also ein Kegel 
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mit der Spitze a'. Man sieht ohne weiteres, dass wenn 
sie von s' und s" erfüllt ist, sie auch, von s' und 
a'-\-Än" erfüllt wird. Man kann dies auch direkt 

Sei S der Punkt, so geht durch ihn zunächst die 
Axe g, für welche S der Pol ist, die zugehörige Polar- 
ebene sei ff, es gehe durch S eine zweite Axe g' mit 
dem Po! S' und Polar eLono ct*, dann ist die Schnitt- 
linie/von <ruudo' diereziprokevoug', und/ 
steht auf der Ebene (gg*) — e — senkrecht, "Würde 
nun in der Ebene e noch- eine 3. Axe durch S liegen, 
g", so müaste y" aaoh auf der Ebene e senkrecht 
stehen, es müssen sich aber y, y', y" im Pol von e 
schneiden, es müaste also der Pol von e im Un- 
endlichen liegen. Dann ist jede G-erade t 
in * eine Ase, denn ihre reeiproke muss durch den 
Pol von s gehen , also der Linie y parallel sein, d. h, 
auf der Ebene e und somit auch auf t senkrecht stehen. 
Verbindet man dann den Pol mit einem Punkt N dieser 
Ebene, welche Gerade die Fläche in B und C schneidet, 
so werden B und durch N und den unendlichfemon 
Pol harmonisch getreunt, d. h, 'S ist die Mitte von 
E C, welches als Parallel zu y auch auf e senkrecht 
steht, d. h, 

Fläche. 

Sieht mau also von Symmetrie ebenen ah , so kann 
das Äxenbüschei durch S von einer Ebene nur in 
2 Geraden geschnitten werden, es ist also ein Kegel, 
der im Falle, daaa seine Spitze auf einer Symmetrie- 
ebene liegt, in zwei £}beuen zerfällt, 
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V. Abaolmitt. 
Kegel und Cylinder. 

§ 24. Kegel. 

Dus Auftreten des Tange utenkegels und Asen- 
kegela zwingt den Kegel, als den wichtigsten Fall einer 
uneigentlichen F^, genauer au betrachten. 

G- (s) =^ sei die Gleichung des Kegels, seine Spitze, 
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'.a ('.■■,' 


r^O) und s'^ 


nicht 0: 




G(!)je( 


r.r.'.O): 








Verl 
des Keg 

äiiderter 
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106 Kpgel und Cylinder. 

"Wir schreiben jetzt G(r,r, r^ 0)=0 in der Form 

14) K(s)-a„„s'. + 2a„,B,8,+23„,B„s, + a„B', 

-j-2aj,aj Sj + ftj^ s'j = oder kara K[s)^-2ajkSi st wo 

jetzt Index i und k nicht melir den "Wert 3 erhalten. 

Die Gfleichung 12) ist also identisch mit 

der allgemeiöen Gleichung der Kegeischnitte 

eng der Kegel mit den Kegelsch nitten zu- 
sammenhängt, die Rechnung hleiht dieselbe 
nur die Interpretation ändert sich. 

Die Gleichung 14) bleibt bestehen, wenn die s mit 
dem gemeinsamen Faktor 1 multipliziert werden, d. h, 
also: wenn ein Punkt P auf dem Kegel liegt^ 
so Hegen alle Punkte der Geraden SP auf 
dem Kegel. (Fig. 12). 

Da K(s) eme (luadiatisohe Pum ist wie G(3) 
nur von 3 Variibeln s s s^, so bleiben alle Sitze 
die auf den Eigenschaften 1er qi adratisthea Fci be 
ruhen , bestehen msl elendere die ganze Lehre von 
Pol und Polare , w eiche sich somit zuglei h auf die 
Kegelschnitte übertragt (diese Uebeitiagung hatten ■«ir 
aUerdinga auch schon dadurch leiste i können daas wii 
durch einen Punkt als Pol eine Ebene legen welche 
die P'' schneidet). 

Es ist wenn s' den Pol bedeutet: 
14a) p(gs.-, = 3^(a„,8'. + a„,s', + a„,3',) + ... 

und die Polarebene des Pol a', für welche P (s s') = 0, 
hat die Koordinaten: 

o' ;<-'■«' :0. 
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Kegel. 107 

Die Gleioliuug li^) der Polarebene (und Tangen- 
tialebene wenn s' auf dem Kagel) wird für jedes s', 
also für jeden Pol duuoli die Koordinaten der Spitze 
0, 0, 0, Sa erfüllt, und damit ist durch Eechnung der 
Satz bewiesen: 

Alle r Olli reben eil eines Kegels ^elien ilnrch die 
Spitze. 




Fl_ 12 

Da die Menge dir Ebenen, welche d«rch Einen 
Punkt gehen eine cc fauhe (zweifach unendliche, d.h. 
00 . cc fathe) lat, wahrend die Zahl der Pole, d. i. der 
Punkte des Kaumes eine cc^facke ist, so muss zu od 
vielen Punktea dieselbe Pjlarebene gehörea und dies 
zeigt sich dadurth, dias 14'') erfüllt bleibt, wena man 
Äei statt si setatj d h 
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108 Kegel nnd Cylinder, 

Alle Funkte, welche auf eioer Geradea 
durcli die Spitze liegen, haben dieselbe Polar- 
ehene. 

Alle Punkte des Kegela auf derselben Ge- 
raden durch die Spitze —Kante — haben die- 
selbe Tangentialebene. 

Um die reziproke Form « von K au erhalten, 
d, h. die Gleiohuag des Kegela in Ebenenkoordinaten, 
müsaen wir die Gleichungen 
IS) •'« = ''o.%+\^^ + \2% 
^ =^I So+a„ s,+ a,3S, 

nach den b auflösen, dies giebt: 

wo \j die uns schon bekannte Gf-rÖsse (S. 29), (der 
Koeffizient von o, in der Form r{a)): 
*qo iht Sa — '^is') + *oi Ki *0I ~ ^01 Ss) 

+ a,„(a„.a„-a„,0. 
Die ÄiiflJlsun^ ist also nur gestattet, wenn u^jHJzO. 
Wir erhalten dann, da a^^ konstant: 

"(«)-•.(«..".+%«,+•.,■',)+■••■ 

eine Foim 2 Grades m den o. 

Man sieht, dasa « fo) = wieder ein Doppelelement 
enthalt, namlioh die Losung ''o),'sJa~0' welche eine 
beliebige durch die Spitze gehende Ebene darstellt. 

Die Gleichung «((r} = stellt also nicht 
bloss den Komplex der Tangentialebenea des 
Kegels dar, sondern auch jede durch die Spitze 
gehende Ebene; sie ist also nicht die Polar- 
gleicbung des Kegels, sondern die Gleichung 
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r Spitz. 



nd der Kegel tat, streng gei 



Glei 



Ebei 



Abstrahiert man von der Lösung 0, 0, 0, 0, so ist 
X (tr) = 0, die von den Tangentialebenen umliüllte Fläcbe, 
d.i. der Kegel; die Gleichung k (ir) = kann auch 
als Polargleichung der Kegelschnitte in bo- 
mogenen Koordinaten aufgefaaat werden, 

Dass dem Kegel die Gleichung in Ebenenkoordi- 
mten ielilt wiid noch deutboher, wenn man die Spitze 
nicht zum Nullpunkt wählt wo dann «(ir) das Quadrat 
dar btleiJiung lei Spitze wird. 

§ 25 Hei zei fallende Kegel. 

Es kinn voikommen, da^s der Kegel ausser der 
Spitze niroh einen Doppelpunkt enthalt s' l a'„ . . ., d. b. 
dass die Glenhungen 15), in denen ai — eine ge- 



meinsame YOn Null verschiedene Losui 


lg besitzen, dann 


ist auch ^s eine Lo-<un8, d. h. der 


Kegel besitzt 


eine Doppelgerade duich die Sp 


itze. Es braucht 


wohl kiutn bemerkt zu werden das« da « in der 


Gl h fed Kglflltd r 


d kt 


1 d P Uk d t y 


K g Ip kt 1 


tr It t d k D d 


C B 


wülk 1 b bl It ht d 


U F 11 


d F kt dm b ]t 


m l 



tw i F la d b d 



16) 
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110 i^eg 1 nnd C^Imder 

Man sieht ohne Rpthnung da, s in diesem Pdlle 
der Kegel in zwei sich m der Doppel^eraden duioh 
die Spitae schneidende Ebenen zerfallen mnss da die 
Ebene, welche einen Punkt de Kegela mit der Doppel 
geraden veibindet, dann ganz m den Kegel hmeintallt, 
man kann dies aber lach leicht duich die Eeclinung 



Um die Keifallung zu bewirken, bemerkt man 
dass die Gleiohung jeder Ebene oifuUt, d h jeder 
Faktor veriühwinden muss, wenn man lui ^^ s,, ■>„, 
d. i. X, j, 7, die Knoidmiten w eines Punkts dei 
Doppelgeraden setzt 

Diese hind gegeoeu duich 
a) a„,w„ + vw,+a„,w, = (1) 
^0,^» + ^.. w. + a„w, = (2) 
*oä Wo + a,, w, + a^s Wj = (3) 
mit der Bedingung «j, = = a. 

"Wir führen Äbknrziiugen ein und setzen: 
a,, a,. — a,.^ =^b., etc.: a„„a,. — a..aoj = b., etc. 



(d.O.,.. 


ao — a,. 


i\t,^ 


= b,,; 


»s, ^0. - 


-»soai.^ 


= b„. 


80 erhalten 


wir, w( 


snn w 


ir w. 


ans (1) > 


ind (2); 


(2) 


(3); (3) und 


(1) eHminie: 


i-en, u 


nd dann 


ebenso 


Wj. 


17) w, _ 


K 


\o 


b„, 








w, 


'K~- 


\, 


~K> 








w, 


K 


K 


\ 








^ ' 


K ^ 


'~K 


^K 








und damit 














18) w„^: 


w,';w 


/=h 


00 :^. 


= V; 






W(,r 


W, L w^ 


= K 


■K- 


b„ etc. 






Da das 


Sjateii 


la). 


.ur die Verhältnisse der w 


stimmt, so setzen ^ 
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Der zerfallende Kegel. 1.11 

w^ = /b^ ; w, == yb^ ; Wj ^ yb73 
lind erhalten dann: 

183) w -l w =1 w =b 

(E h ^ = }> ) 

Hn htlich ler v ae gt ) 1) Wenn e nes lo v 
ver !iw niet z B 1 ao ye ch v n len L nd b 
2) Das Ze cl en der v a st 1 I la nea von 1 nen 
best mmt ) Soball e n t eil t nd ea i e d rn 
— Iga) — 1 h alle w and gle hze t ^ >0 oler 
< 1 e Zablen 1 1 b h ben da gle he Ze cl an 
S ad alle Ire n cl t z 1 oh un 1 a B 

a r^ J ao at jetzt 

19) K(a) = ^[a s +(a + w) +(a - ) ] 

K.So + K. - !wj a. + (a„, + iw,) a,], 

wo 1 = 1/ — 1; man aieht sofort, dass jeder Faktor für 
^w„; -iwi; .iWj verschwindet. 

"Wenn alao a„„=^Ound a^, = und A = und 
der Doppelpunkt im Bndlichen, ao zerfällt die 
Fläche 2. Gradea in zwei sich achueidende 
Ebenen, deren Gleichung durch 19) gegeben iat. 

Man kann, um eine Lücke im 1. Teil auszufüllen, 
hinzuaetzen : 

Wenn a„„ zjz und a^, = 0, 30 zerfällt der 
Kegelschnitt in 2 Gerade, deren Gleichungen 
in 19) gegeben sind. 

Ea kann vorkommen, daas die beiden Ebenen 
imaginär (die beiden Geraden des Kegelschnitts ima- 
ginär), aber dann iat die Doppelgerade (dei' Doppel- 
punkt) doch reell, da sie die Spitze mit dem reellen 
Punkt 
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Kegel und Cjlinder. 



I Koordinaten : 



i y = ^ 






sind). Die Ebenen (Geraden) werden imaginär, sobald 
eine der w'^'a, also auch die andern positiv sind; also 
z. B, wena w„' > 0, die Zerfällung iat reell, wenn 
w,,' < ; sind zwei der w gleich Null, so zerfällt der 
Kegel in eine Doppelebeae K (») { (a„, b„ + a„, s, + a„, sj'. 
Zu bemerken iat, dasa, wenn alle ai 1:^:0, aoheinbar 
3 verschiedene Zerlegungen auftreten, man überzeugt 
aich leicht, dass sie äijuivaleni sind. 

Fehlen alle 3 Quadrate in der Form K bezw. G, 
au reduziert sich K auf 

a„, X y + a„j X z + a,j y z = 
und 1X33 auf 2 \^ \^ a,2, also muas, wenn a^j = 0, einer 
der 3 Koeffizienten, z. B. a^, = aein, dann ist 
K-x(a„,y + a„,z). 

Der Kegei zerfällt in die Ebene s = 0, 
die yz-Bbene, und die Ebene a„^y + a„,z, wel- 
che der X-ÄS9 parallal iat. 

(Der Kegelschnitt zerfällt in die y-Axe 
und die Gerade a^, y + a„„ welche der x-Axo 
parillel ist) 

Zu dei Zerfallung ist aber noch eme Bemerkung 
zu maclien, es iat vorausgesetzt, duss der Kegel aeioe 
Spitze im Endlichen hat, d h diss alle 4 Q' (si) (8. 87) 
für einen Punl>t im Endlichen Yei-.ohwinden, dies aelzt 
aber voraus, dasa die Verhaltnisae s,, ; a, ; s, : s, endlich 
bleiben, wir erhalten aber durch eine ganz analoge 
Kechnung 
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wo z. B. a^g aus «33 durch Vertauschuug der Marken 
und 3 abgeleitet wird, soll also 



endlict sein, ao muss, wenn a^^ — ist, auch 

wir können also sagen: 

Eine F= aerfäilt in zwei sich schneidende 
Ebenen, wenn 

A=^0; «33=. «,, = «,, =a,„ =0; 
sind dann noch zwei der w^O, so fiillon die 
Ebenen ausammen. 

Mao sieht, dasa wenn der Kegel zerfällt, seine 
Spitze unbestimnit wird, nur auf der Doppelgeraden 
liegen masa. 

g 26. Sie Hauptaseu. 
Jede Gerade durch d e Sj tae ist Axe (Reye'sche), 
deren Pol die Spitae; es fngt 1 ob auf solcher Axe 
noch ein zweiter Pol 1 egen kann da in aind alle ihre 
Punkte Pole. Ea musa la a wen x' y' z' der Pol ist 
c) s-^x' _ y — } ^ z- z 
a(x-) a{r) <^(z) 

erfüllt werden durch x = 0, y=^0, z^^O, d.h. es muss 

„(i'j-lt'; ,(,■)- ^y'; aM = ^«', 
ein Gleichungssy Stern, das, wenn für x'y'z' erfüllt, er- 
sichtlich auch für ex', cy', cz' erfüllt ist. Wir schrei- 
ben das System in der Form : 

20) (a„„ - -t) X' + \, r + a„, z' = 
V=' + K, -'^)y' + a,a^' = 
a„2 x' + a,g y 4- {a^, — ^) a' =. 
Simon, AnB.lytleuhe Geametrie des Raumes, 8 
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114 Kegel und Cylmier 

20) iat aber von a) nur dadurch verschieden, daas an 
Stelle von an gesetzt ist an — X Bpzeii.hnen wir die 
Verbindungen, die wir im System d,) mit b bezeichnet 
haben, hier mit ß, so erhalten wii 

und wenn wir a'^^ (oder a') mit — A (^) bezeichnen und 
nach Potenzen von Ä ordnen : 

21} >J' — ,i's-|-/!ff— a = 0; 
wo B = a„, + a„ + aäi und o^ 5),, + b,, +b,,. Dies 
ist für A. eine Gleichung 3. &rades, und wean wir den 
Fall a = 0, in dem der Kegel zerfällt oder zum Cy- 
linder wird zunächst auaschlioasen, ist keine Wurzel 
J. = 0. 

Ea giebt also im allgemeinen 3 soluher Äxcn, sie 
heiasen Hauptaxen. 

Ein Kegel hat im allgemeinen drei Haupt- 

Die Gleichuagen c) dieser Axen vereinfachen sich 
und werden 

X y z X _y z 

wo das Zeichen einer der Wurzel willkürlich, die der 
andern dadurch bestimmt sind. Unterscheiden wir die 
drei Wurzeln der Gleichung 21) durch Ä°, A', X", und 
untersuchen den Winkel zweier dieser sich in der 
Spitze schneidenden Axen, so haben wir a. B. das Pro- 
dukt ^'„, ()"„, + ^', , ß'\^ + ()',, (?",, = p, 
zu bilden. Berücksichtigt man, dass (Schubert, Arith- 
metik, S. 111) 

X' -\- X" ^^ ^ — k" und A' X" = - , 
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so findet man init geringer Mühe düss, da 

ß^^ = b„j + ,i a„, . . . ; ß,, =\^ — Z(s — a^j) + Z^ und 

Ks' = \a 1*00 — 8, • »11 ^'^^ * — %i ''oi + Ki \i + 'Ss^Js 

2ia) p„==(-l„b,, + a)A(r), 
d. h, gleich NqU ist ; also : 

Die drei Hauptaxen d<is Ke^'els stellen aiifpiiiaiiilei' 
senkrecht. 

Die Ebene durch je Kwei Axen ~ Ha.ujit- 



ebene — ist Pola 
der dritten oder: 

Die Hauptax. 

Jede Gerade ei 
ist reziproke Polare 



Puu 



uf 



bilden ein Poldreikant. 

Hauptehene durch die Spitze 
; dritten Axe: 
Die Hauptclieneu sind Symnietrieelienen des Ee^els. 

Es fragt sich, ob Äsen und Hauptebenea anschau- 
lich existieren, d. h. ob die ^ reell aind; es könnten 
höchstens 2 z. B. Z' und ^" imaginär sein, dann aind 
sie konjugiert komplexe Zahlen (Schubert, Arithmetik, 
8. 168), dann aind aber auch ß'-ih und (J"sk konjugiei't 
komplexe Zahlen, da sie sich ja nur durch den AVechsel 
des Zeichens von i = ^ — 1 unterscheiden, aäao geht p„ 
über in 

(u' + i u") (u' - i u") + (V + i r") (V _ i V) 
+ (w' + iw"){w'-iw") 

= u'° + u"' + v" + V"" + w'' + w' 
und da p„=0 ist, so müssen alle Quadrate und damit 
alle u, V, w, d. h. alle ß verschwinden, also ; 

Die Hauptaxen eines Kegels aind stets reell. 

Es kann vorkoiumeu, dasa zwei der Z z. B. ^' und 
Z" einander gleich sind, dann ist evident, dass man das 



y Google 



116 Kegel und Cjlinder. 

AxenkreuB der zwei Axen um die dritte drehen kann, 
das zeigen aber auch die Pormeln mühelos, p, ist s'teta 

und geht über in 

es müssen also ßg^, ß,^ und ebenso /f5j=0 sein, die 
Richtungsfabtoren der zweiten und dritten Axe werden 
unbestimmt, aber wegen p,, ^^0, p, = 0, p^ =; müssen 
sie nach wie vor aufeinander und auf der zum un- 
gleichen A gehörenden Axe senkrecht stehn: 

Jede Ebene durch diese ist eine Sym- 
metrieebene, der Kegel ist ein Eotationskegel, 
entstanden durch Dotation eines Winkels um 
seine Halbierungsaxe und die Bedingungen dafür 
sind, ohne ßechnung gewonnen; wir haben: 

\i " ^1, " UüJ' 
Sind alle 3 ^ gleich, so ist jede Gerade durch die 
Spitze ßotationsaxe, der Kegel reduziert sich {siebtbar) 
auf die Spitze und wird zur Punktkugel bezw. ima- 
ginären Kugelkege! (vgl. 8. 64). 

§ 37. Die Transformation auf die Hauptaxen. 

Es liegt nahe, das Hauptasensystem als Koor- 
dinatensystem zu wählen ; wir fassen die Aufgabe all- 
gemein und transformieren die Koordinaten beliebig 
unter Beibehaltung des Anfangspunktes. Die 
alten Koordinaten seien x, y, z, die neuen ^ 'ril- 
lst G = Q- {s„ . . .) irgend eine homogene quadra- 
tische Form, setzt man für Sk ein Uk-i" Vk + Wk, so 
erhält man wie in § 14 S. 58 
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Die Transformation auf die Hauptaxen. 117 

a-G(n) + eM + G(w)+2P(u;T) + 2P(v;w) 
+ 21' (,;,), 
WO P die Polarformen und u{t4, ... 

Es war g 13, wenn wir cos (x i) ^ y^ ; cos (x^)-y„, ; 
C03(xf) = fo2 ötc. setzen 

und das System gilt allgemein, wenn nur das alte 
System als reohtwiaklig vorausgesetzt wird, das neue 
kann beliebig sein, also 

22^)K(xyz) = rK(r„„;j',„;yJ + ^"K(j.„.;r„;r,J 
+ rK(j.„,;y.,; j-J + S^lP (r„; J-,) + 2)??P (y. ; rj 

+ 2fJP(y,;y„), 
^° ya'-yiiyt bedeuten, dass wir J'ooiT.oJ/ao ^'^ i^iö 
alten Koordinaten eines Punktes y^ auf der neuen i- 
Äxe ansehen (der von den Abstand 1 hat; ent- 
sprechend y^ mit den Koordinaten y^^^; y^^- y^^ etc. 

Uater einem Pol-Dreikant verstehen wir 
ein Dreikant {dessen Spitze in O liegt), bei dem 
die Verbindungsebene zweier Kanten die 
Polarebene für alle Punkte der 3. Kante 
ist. Solcher Pol-Dreikante gibt ea od'. Man kann 
einen Durchmesser, d.h. eine Gerade durch 
die SpLtz,e (oder das Centrum) des Kegels be- 
liebig wählen, als Kante 1, einen andern Durchmesser 
in der Polarebene dea ersten beliebig als Kante 2; 
dann ist die Kante 3 bestimmt als Schnittgerade der 
Polarebene von 1 mit der Polarobenc von zwei. Solche 
3 Kanten lieissen ein System konjugierter Durch- 
messer, die freie Kante: konjugierte Eichtung, 
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118 Kegel und Cylindoi'. 

die 3 Ebenen durch je 2: konjugierte Diametral- 
ebenen. Da die Ebene (12) die Polarebene für 3 
und somit auch für den in dieser ßichtung unendlich 
fernen Punkt, und Pol und Polare auf jeder G-eraden 
durch den Pol die Schnittpunkte mit der Fläche har- 
monisch trennen, so hat man den Satz (vgl, T, 1 8. 86); 

Jede Diametralebene halbiert alle der 
konjugierten Richtung parallelen Sehnen. 

Man sieht sofort, dass, wenn man die 



n Kanten eil 


lea Pol. 


e 3 Kanten ei 


nes Pol- 


ateoaxen mai 


;ht, die 


Qierteu Form 


K ver- 


ih auf die Sui 


ame der 



Dreikants zu K. 

3 P au3 der tra 

schwinden und 

3 quadratischen Glieder reduziert; 

Aus dieser Form folgt der 
direkt, man sieht, dass jede Diametral- Ebene für die 
konjugierte Richtung Symmetrie -Ebene ist. 

Die Hauptasen bilden ebenfalls ein Pol-Drei- 
kant, und zwar das rechtwinklige. Die Gleich- 
ung des Kegels wird: 

-|',K(^„,V,//!,,") + ^K(^„/...)+-^K(^„,"...=0, 

wenn a' = (Joa""!" As'~!~''a/ ^'^^ '^^ Marke des n die 
betreffende Wurzel ^ angibt. Es ist nunK(;Juj'') (oder 
kurz K") 

K» = ß,, % (ß') + ß,, «, iß") + ß,, S (ß'l 
wo z. B. ö'„(/5'') = a„„^„/ + a„,^j,''H-aj„/5g/. Da aber 
x' : y' : z' = i?„, : (?„ : ,9,, war, so ist a^ [ß») = Jl" ß^^" zu- 
folge des System 20) und wir haben 
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somit erhalten wir die Hauptform. 
23) ^'»r + ^'V + '^'T-^O 

In derHituptfotm tieten die 3 IVni^eln dei dlwcli- 
nii^ A{-t) = als Kocffliieiiteii nul und um dice. 

Die Hauptform ist so einfach, dasa min alle bis- 
herigen Reauitate aus ihi rauhelos an eohnen kann, 
insbesondere sieht man, dass, wenn z. B. X' = X", alle 
Schnitte parallel zur Ebene ^ ^= Kreise sind, deren 
Centren auf der J'-Axe liegen, sowie dass die Schnitte 
durch je zwei Hauptaxen, die Hauptachnitte, 
Symmetrieehenen sind. Für die Tangential- bezw. 
Polarebene finden wir X" S4' + V ■^ tj' + )." S ^' = 0. 
Soll die Ebene u, v, w, d Tangential- Ebene sein, so 
muss d ^ 0, I' = u -1°"' eto. Also ist 

die Gleichung des Kegels in Ebenenkoordinaten (vgl. 
aber Sohluas von § 23). 

Haben alle 3 X gleiches Zeichen, was jedenfalls 
erfordert, daas in 22) dio Zahl a (als Summe der Pro- 
dukte je zweier Wurzeln) > iat, ao wird der Kegel 
imaginär und nur aeine Spitze ist reell. Haben zwei 
der J- das -(-Zeichen und das dritte das — ^ Zeichen 
(oder zwei — und eina ~\-, was gleichbedeutend, da 
man die Form 23) mit —1 multiplizieren kann), so er- 

halten wir, wenn wir 5."=—^; X' = -p-j ^"— — ~^ 

setzen und für | . . . wieder x . . . schreiben 

25) "^+t-i-0. 
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120 Kegel und Cylinder. 

Die Schnitte paraUel der Ebene z — O siad Ellipsen, 
parallel den. Ebenen y ^ und x ^ Hyperbeln. Die 
Centren der Schnitte liegen auf der betreffenden Äxe, 
die Asymptoten der hyperbolischen Schnitte sind den 
beiden durch den zugehörigen Hauptsohnitt aus dem 
Kegel ausgeschnittenen Kanten parallel. 

S 28. Cylinder. 
Es soll das Gleichungssyatem der 4 G-' (st) -— 
oder CTi = für einen unendlich fernen Punkt eriüllt 
werden. Nennen wir die Koordinate der Spitae si, so 
iat 3„ : 8, : 3, : Sj = a„3 : Wj, : a^j : Oj,, 
WO die a die Koefficienten von agj etc. in der Ent- 
wicklung von A = bedeuten. Es muss also Sg bezw. 
Ojj^^O sein, und es dürfen nicht alle "„^ etc. zugleich 
verschwinden. Ist a^j = 0, so liegt die Spitze in einer 
Parallelebene zur yz-Ebene, ist auch noch a^^zi^O, so 
liegt die Spitze in einer Parallele zur z-Ase. Da 
s, = ist, so ist io:s^:^j = b„j:b,j:b^j, d. h. der 
unendlich ferne Doppelpunkt der Spitze liegt in der 
Richtung der Geraden, deren Richtungafaktoren b^,, . . . 
sind. Jede Gerade, welche diese Kichtung 
hat, ist Axe; die Cosinus seien y,^^ y^ y^j. Man 
drehe das Koordinatensystem so, dass die neue z-Ase 
in diese Kichtung fällt, setze also (§ 13) : 

% = y«!< %' + y<,i ^i' + y^ii h' + o s,' 

3, = 7=0 V + r„ s/ + 7,, s,' + s/ 
s, = 0s„' + 0s/ + 0s,' + s,', 
wo y.. ;',. . . . die Cosinus der Winkel sind, welche die 
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alte x-Äxe mit den neuen Äsen der Reihe nach 
hildet etc. Man setze Punkt: 

v^^os; T,^; T,,Oi 0(0001, 

so dasa Xi ind 3-, heliehige unendlich ferne Punkte, 

j-g die Spitze. Dann ist, wenn G (s) die gegebene Form 

G (a) = e„" G (r,) +s, " G (r,) + a." G (r,) + s," a,, 

+28/8/P(r„Tj+2V3/P(r„T,)+2B.'8,'P(r,0) 
+2B/vP(r,T.)+2s/vP(r,0)+2Vs3'P(r,0). 

Weil T, die Spitze, sind G(y^); P(T,ra)l ^(r, T»); 
P(t,0) a]le = 0. 

(Satz: Die Polarebenen aller Punkte 
gehen durch die Spitze wie beim Kegel; «to.). 

G(8) rednziert sich also (die Striche sind weg- 
) auf: 



1) s/G(T„) + s/G(Yj+2s„B,P(-f„-rJ + 23„3,P(T.O) 
+ 28.8,P{T,0) + B/a,,: 

Dreht man die z-Axe ia die Biclitnug nach der 
Spitze, so ist die z-Koordlnate ans d«r Vorm \er- 
Schwund en. 

Die Gleichung 1) zeigt also, dass der Cylinder 
durch alle parallelen Ebenen, welche nicht 
durch die Spitze gehen, d. h. der Cylinder- 
axe nicht parallel sind, in kongruenten 
Kegelschnitten geschnitten wird. Gehen 
die Ebenen durch die Spitze, so zerfällt 
der Schnitt in zwei parallele Geraden. 

Setzt man nun in Folge Parallel Verschiebung des 
Koordinatensystems 
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122 Kegel und Cylinder. 

_ , a,r(r.0) _ ,_».l;(r,0) 

'• ■■ ^ G(T.) * "'"'' " 8(T,) ' 
SO fallen die Glieder, welobe die Koordinaten x und y 
in der ersten Potenz erhalten, weg, und G (s) reduziert 
sich auf 

2) s„'G(r„) + s.'G(T,) + Cs/, 

""^ G(Y,) ^ G(rO ■ 
Dor Kegelschnitt, den 1) bei festem z 
darstellt, ist dann ein centraler, Ellipse 
oder Hyperbel. Der Punkt, dessen Koordinaten 



daaa dadurch, dass P (t„ Ti ) ^ gesetzt wurde , von 
selbst G(Yi,) oder Gd",) verschwindet und dann riidct 
der Mittelpunkt ins Unendliche, der betreffende 
Kegelschnitt wird zur Parabel. 
Es ist 

G(T.)G{ri)-P'(ToT.) = (r.„<^„° + rio''.° + r2=''/) 
(To, < + Ti, ",' + r,i «r/) — (t„„ < + f,, < + ti^ O 

und wenn wir dieselben Verbindungen der /'a, die wir 
hei den a's mit biit bezeichneten, hier iik nennen: 

mit Benützung der Formeln 18 und 18* des § 24. Da 
aber b„j ; b,, ; iSj^; J,, den Paktor ^b~ haben 

G{y„)Q(7,) — 'P-'(y„y,)=0, wenn b,, gleich 0, 
wenn h^, > 0, P > 0, wenn b^, < P < 0, d. h. also 
wenn b,, = und P(roT,) = 0. "t G(y,) oder G(y,) 
auch 0, ist bjj > 0, ao haben G(v,) und G(y,) das 
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Cylindcr. 123 

gleiche ZeioheH, ist bj, < 0, so haban G{'i,) und G{Ti) 
entgegengesetzte Zeichen, also : 

Je nachdem b^^, d. i. a;,^ a,^ — a^/ > = < 
ist, wird der Oylindor von jeder Ebene in 
einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel ge- 
schnitten und je nachdem heiaat der Cylin- 
der: Elliptisch, ParaboHach, Hyperbolisch. 

D llipt h Oylinder wird, wenn C dasselbe 
Z 1 n hat w G (3 ) imaginär, der Parabolische hat 
1 E g h f t d die Polarebene eines unendlich 
f P kt 1 Fläohe, d. h. also die Tangentiai- 

1 d Ib 1 h jeden andern unendh oh fernen 
r kt h 1 hg ht d. h. 

Der ParabülIaolieOylinder wird von der 
unendlich fernen Ebene berührt. 

Da jede Ebene, welche den Cjlinder berührt, ihn 
in einer Kante berührt , so hat der Parabolische 
Cylinder Eine unendlich ferne Kante, (Der elliptische 
keine, der Hyperbolische zwei.) 

§ 29. Die Hanptaxen. 

Jedes System konjugierter Durchmesser eines 
Sehnittkegel schnitte bildet mit der Kantenrichtung ein 
System konjugierter Axen des centralen Cylindera und 
ebenso wieder ein Pol-Dreikant. Um das rechtwink- 
lige HU finden, schlagen wir denselben Weg ein wie 
beim Kegel, wir betrachten eine Axe durch den Null- 
punkt, auf der ein unendlich ferner Pol a ! s^'s/b^'O 
bezw, a x' y' z' liegt; es ist dann wieder 
<7„(a) = .ix'; (j^(a)--=Xy'; o^(a) = -iz' 
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124 Eegel und Cylinder. 

und wir erhalten dasselbe &leio!iungssystem 20) des 
§ 25 und somit für X dieselbe Gleichniig 3. Grades 
§ 21, welche hier aber die Wurzel hat, da nach 
Voraussetzung «^^ ^^ ist. Sie reduziert sioli auf 
X().5_Xs + ii) = 0. Die "Wurzel X = gibt, wie vor- 
auszusehen, als eine dieser Äsen die Kantearichtung 
mit den Faktoren b^^; b^; b^,. Wir nehmen zunächst 
an, dasa bj, r{r 0, dann sind die beiden Grössen 
Ä' und A" von verschieden. Die Resultate des g 25 
bleiben bestehen; die 3 Hauptaxen stoben auf 
einander senkrecht. Wir wählen ihr Dreikant 
als Koordinat«n-Axen- Dreikant und ordnen die neue 
x-Ase der Wurzel X', die y-Axe der Würze! 7." und 
die neue z-Axe der Wurzel X = 0. Ea wird dann 
r(?'o!',) von selbst in Folge von 21*) des § 25. 
G(j'ii) und G(7,} werden wieder zu ?.' und )." und wir 
erhalten 

4] B/X' + s,'J."4-8/a33 + 23„S3P(n0)+2s,a3P{y.0) 
für P (j-j 0) und F (^, 0) können wir auch schreiben 

Verschieben wir aun das Koordinatensystem 

, (_5l(iJ. '.(r,), . 



parallel in den Punkt M 



! belie- 

( r. A 

Normalform des centralen 



hig, HO erhalten 
Cylindera 

5) 8/X'-|-a.'X" + = 0. 

Die Riohtungsfaktoren der 3 Hauptaxen sind 
Kuil^iäSKil — '^oü + '^'aoa; IJii+^'a,ä;bja — ff + ^'aj,etc 
(zur Vereinfachung von ß\^ und ß'\^ ist die Gleichung 
der A, benutzt). Der OjHuder ist elliptisch, wenn Ä' 
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and Jl" das gleiche Zeichen haben, was verlangt, dasa 
ff > 0) aher 

a = \^ + h„ + h,, = b,,-' {b„/ + b,,' + h,,% 
A. h. also hjj > wie bereits bewiesen, hyperbolisch, 
wenn b^^ <[ 0, ob er imaginär ist, Jiängt davon ab, ob 
das gleiche Zeichen wie ^' und Ä" hat; die I 
von vereinfacht sich zwar dadurch, dasa 

a„,b„j + »,^\, + a,^h^, = 0, 
indessen ist es bequeii 
ein Oylinder von allen Ebenen, welche die Kauten 
schneiden, in gleichartigen KegelaoUnitteu geschnitten 
wird. Die Ebene z = schneidet den Cjlinder in dem 
Kegelschnitt 

a„„ s° + 2a„, xy + a„ y^ + Sa^^^ x + Sa^^ y + a^, = 
und dieser ist Ellipse und reell, wenn \^ ]> und 
aj^Bj, >0, Ellipse und imaginär, wenn bj5>0,ajj ajj<0; 
Hyperbel, wenn \^ < 0, Parabel, wenn bj, = 0. Man 
sieht aus dem AnbKclc von sofort, dass wenn 8, d. h. 
'^oo ~l" ^1 "t" ^a ^0 ^^^ ^33 ^^^^ = 0, dann C > 0, 
d. h. der Gylinder ist imaginär. Die Berechnung von 
C gestaltet sich höchst einfach, wie folgt: 
Es ist 



= c'..^ 




r^, ("3 vty, ™ 


Weü 


"33 ~ 0' gelten 
«.3I.. + ",, 


, + «,./''„ + •■3 /,.• 
die Gtleiotungen 

,i>„ + »,.i>„-o 
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136 Kegel und Cyliiider. 

also a„ ; a,, : a,, =t. b {\^) : h {h„) : b (b, J, wo das b vor 
der Klammer andeutet, dass wir dieaelben Verbindungen 
mit den bi k vorzunehmen haben, wie früher mit den 
ai kl um die bik zu hilden. Die 3 Koeffizienten sind 
einzeln 0, aber sie verhalten sich wie a„j r a,j : a^^, folg- 

"3 (^ ) = -* i» aü also -j7^=— a ' "^ ^^ 

„__i:(?ib.nÄ.+i.j)+;...' 

g 30. Der ParalioHsche Cylinder. 

"Wenn ■! = 0, d. h. 

so wird generaliter eine aweite Wurzel ^' der Haupt- 
axengleictung 0, (eine Ausnahme tritt ein, wenn \j = 
und b„j : b^^ endlich und bestimmt bleibt, dagegen b^, : h„^ 
und bjj : h,j — sind, d. h. also wenn die Cylinderaxe 
auf der z-Axo senkrecht steht) und alle bik sind 0. 
Wir wollen dies geometrisch beweisea. 

Die Richtungskosinus der 3-Äxe A" sind den Grössen 
a„, a.g a^, proportional, die EichtungakoBiauaxy z derÄxe 
,? = ,1' = genügen den Gleichungen 
a^i^x -|- a^.y -l-a^jZ = 0; a„|X + "„y + a|jZ = 0; 

^t^' + a^jy + ajjZ^O; 
d. 3i. die Axo steht auf den 3 Geraden gj ( a^^ a^, \^ ; 

Ss { aoi ^11 ''-IS j &3|*t!^n%a senkrecht. Die 3 Eich- 
tungen gehören also Einer Ebene e an. Ist 

nun b ;^0, d. h, -i2 = -Sl, go sind die x y-Projektionen 
von g, und g, der Richtung na«h identisch, d. h. also 
die Ebene e enthält die z-Axe (der Kichtuug 
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Der Parabolisolie Cylimiler. I2t 

wach), die Cjlinderaxe A steht also auf der Ebene e 
soiikreclit. Die Gleichheit zweier Axen ist aber vom 
Koordinateaayatem UD abhängig, ist iavariaiit, und es 
müsate also die Oylinderaxe ^{^•') auf jeder beliebigen 
Geraden aenkrecbt stehen. Dieser Widerspruch hört 
nur dann auf, wenn die 3 Geraden g^g, g^ineine 
Einzige zusammenfallen, d.h. also, wenn alle 

Dies sindalso die nötigenundhinreichenden 
B e ding u nge n für den parabolisch enCy lind er. 

Analytisch kann derselbe Beweis dadurch geführt 
werdeü, dass aus den Gleichungen 18 und 18" des § 24 
folgt, das3 wennbjj =0 auch b„j =0 und b,, =0 sind, 
wenn aber die Ase eine bestimmte Richtung hat, so 
sind b|^j : h,, und b^, : \^ bostiramt (den Fall, dass 
diese Bichtung auf einer Ase, z, B. der z-Axe senk- 
reoht steht, werden wir bei den Kreissclmitten näher 
betrachten) und folglich h^^i ^ h^j (b^^ : bjj) = und b,, 
desgl. und ebenso bii[. 

Die Richtung der Cjlinderaxe bestimmt sich sofort 
daraus, dasa sie aufgrund der Linie gj|a(,ja,,ajj senk- 
recht stehen muss. 

Die Gleichung 4) des vorigen § geht über, da 
P(j.^O) = ist, hl 

s/,i" + s,X„-l-23BS3P(r„0),wo^" = s = a„.+a„+a,„ 
woraus ohne Schwierigkeit die Gleichung 

r'»;= + 2fn = 
die iTormalgleiehung des Parabolischen Cylinders ab- 

Man kann die Probe direkt anstellen. 
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128 Kegel nnd Cylinder. 

Die Bediugungett sagen aus, dass G-(s) in diesem 
Falle die Form annimmt 
F-(V^„x + /V,y + )^^)" + 2a„,x + 2a,3y 

-f2a.3Z + a,, ^0, 
F = -J-(l/^x,. ..)" + .. . 

Setzt man __ 

d. h. also da (18 § 24) 

setzt man die neue i^-Axe parallel g,, so kommt 
F = s)2' + 2a,,x + 2a,,y + 2a,,z + a3,. 
Setzt man nun 

wo -l'^a^Z+a^Z + a,/, 

so ist b) F = si?'' + 2^| + aj3. 

Die i-Ase ist also parallel g^. Die Form a) stellt 
gleich gesetzt bei bestimmten z eine Parabel dar, be- 
zogen auf ein Paar konjugierter Axen. Die Cylinder- 
aie z hat die Richtuagsfaktoi^en 

"n^ij — ^s""!»! *i2 ^s — *os^3 '^'^'^ ^oa^'u — "'la^a- 

Ist 8.jja„j -f~ •Ss^iU + ^3^! ^^ 0' 

so stehen auch g^ imd g, aufeinander senkrecht und die 
I, ^ und z-Axe bilden ein dreiaxigea rechtwinkliges 
Koordiitat ensy stem . 
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Die centralen Fläclion 2. Grades 



V:. ÄLschiiitt. 

Die eigentlicheu centralen Flächen 3. Grades 
(Qnadrik's) in allgemeiner Behandlung. 

g 31. Die centralen Flächen 2. Grades. 

Die allgemeine Form 2. Gradea besteht aus der in 
dea Koordinaten s,, Sj s, homogenen Form 2. Grades 
K (b„ s, s,) oder K (xyz) und der Form 

E (fl) ^ 2 a„, s„ s, + 2a„ s, s, + 2 a,, s, s, + a,, s/. 

an Kegel (zweiten Gra- 
e Spitze ins Unendliche 
rückt, B (b) lässt sich generaliter durch Axentransfor- 
mation auf die Konstante a^^ reduzieren (wo dann 
E (s) = die unendlich ferne Ebene darstellt) und zwar 
durch ParaUelrerscIiiebang, wodurch K (s) ganz un- 
geändert blieb. Wir erhalten für die Koordinaten des 
neußQ Anfangspunkta M die Gleichungen (cf. § 5) 
<t„ (M) = a,, ^ + a„ ^ -L a,, S + \, = 
o, (M) = a„, ^ + a„^ -y a,,f + a., - 

woraus sich die Koordinaten Yon M ergeheo, als z. B. 

^_^(...i... + .,.V+_..A.j,,„, 

Nur wenudjj^Ü, rückt M ins Unendliche, 
aber das war gerade die Bedingung dafür, 
dasa der Kegel K(3) in einen Cylinder über- 
geht. Die Polarebene des Punktes M hat die Gleich- 
Slmou, Analytische SeooieCrle des ßauiues, 8 
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130 Die eigentlichen centralen Flächen 9. Grades. 

ung S3 a\ (M) = 0, d. h. also da a'^ (M) ^ 0, weil sonst 
A ^= und E (s) gana verschwinden würde, s^ = 0, d. h. 
also die Polarehene von M ist die unendlich 
ferne Ebene; jede durch M gehende Sehne 
der Fläche K;(s) + E(3) = wird also in M hal- 
biert, die Fläche hat also in M einen Mittelpunkt im 
eigentlichen Sinne. Wenn also A z|: und 
«3,4:0, so haben wir eine eigentliche Fläche 
2. Grades F mit Mittelpunkt. Ihre Gleichung 
ist 1) K(s) — C = 0. 

Die chaiakteriätiache Eigenschaft des Ponktea M 
\i, fj; S i'^^st sich auch direkt darthun. 

E. w.r G (> + ■■)=, e« + 2P (., .') + G (.■). 

Setzt man s ^= s^, , , . und s,, = x ; Sj = y ; s^ =: z ; 
Sj = 1 und s' = s'ji . , . und s'^ ^^ a r ; a\ ^ ß r, a', = 7 r, 

G (a + s') = g'(s) + arr (SS") + r=G(B"). 
Ba ist aber 

G(s"} - K{«^3') und P (8S") = aa„ + ßo, + 7".. 
G (s -f a') = enthält tlann die Bedingung, dasa 
ein Punkt der Geraden, welche mit den Eichtungs- 
faktoron a ß 7 durch den Punkt x y z geht (und ¥on 
diesem die Entfernung r hat) die Fläche G (s) = 
schneidet. Man erhalt, wie bekannt, zwei Werte Ton r 
und damit 2 Schnittpunkte (generalifer) ; soll nun x , . . 
in der Mitte beider liegen, so müssen die beiden Werte 
von r aus G (s + s') = einander gleich sein und ent- 
it, d. h. ea muss 

')P{ss")-<.„„ + ((<r, -l-7<'s=0 
esist aber dieGleiohung einer Ebene 
ar die Gleichung der Polarebene des 
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Die centralen Flächen 2. Grades. 131 

in der ßichtang o j? y unendlich fernen Po- 
les, da die BicktuQgsfaktoreii einer Geraden den Koor- 
dinaten ihrea unendlich fernen Punktes proportional 
Bind. Der Ort der Mittelpunkte aller der Rich- 
tung B (S j- parallelen Sehnen iat also die Ebene 
P(ss") = und umgekehrt jode Sehne, die in dieser 
Richtung durch einen Punkt der Ehene gezogen wird, 
wird in ihm halbiert. Pur den Punkt M 1 1 sj f, für den 
"o 0, Oj gleichzeitig verschwinden , ist die Gleichung 
P(Ba") = unabhängig von "■ ß y erfüllt; also gehen 
alle diese Ortsehenen durch M und jede durch M gehende 
Sehne wird in M halbiert; somit M Mittelpunkt. Die 
Ebenen P (s s") ^ = <t ir„ + ^ o, + y Oj heisaen Durch- 
messer-Ebenen (Diametral-), der von M nach dem 
Pol (d, h. in der Sichtung a ß ■() gezogene Dnrch- 
messer heisst der Ebene P fs a") konjugiert. 

Das Centrum M der Fläche ist zugleich (§ 23) 
Centrum des Kegels K; transformiert man den Kegel 
auf ein System konjugierter Axen, so hat man F auf 
ein gleiches System transformiert; die Hauptaxen des 
Kegels sind die Hauptaxen der Pläehe, denn die Grössen 
iT„ (T, CTj sind für P und K identisch. Damit die Identi- 
tät sich auf a, erstrecke, muss Sj ^ gesetzt werden, 
d, h. der Kegel K und die Fläche haben im Endlichen 
keinen Punkt gemeinsam, aber im unendlichen ver- 
schmelfien der Kegel und die Fläche. Der 
Kegel K heisst Asymptotenkegeh Dies erhellt 
auch aus der Gleichung G (s + s') = 0- Für die Rich- 
tungen, welche der Gleichung K (a |ä y) ^ genügen, 
d.h. den Kanten des Kegels K parallel sind, 
verschwindet r'^ aus der Gleichung. Gerade in dieser 



y Google 
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ßiohtung haben also im aUgemeinen nur Einen Punkt 
im Endlichen mit der "Fläche gemeinaam (der andere 
liegt im Tnendliclien T. 1 S. 95). Liegt der Punkt 
s . . . einer aolchen Geraden auch nocli auf der Ebene 
P {sa") = 0, d. h. auf der Tangentialebene an den Kegel 
ia<j, + ...^^G-\ + j<j'\ +zA). »o ^atsä« keinen 
Punkt mit der Fläche gemeinsam, ausser wenn G (s) = 0, 
d. h. der Punkt x , , . auf der Plache, dann aber Ter- 
scbwindet G (a + s') — 0, die Gerade liegt ganz auf der 
Fläche. Schneidet also die Tangentialebene an 
den Kegel K (welche nicht zugleich die Tangentiale 
an F sein kann) die Fläche, so schneidet sie die 
Fläche in zwei der Berührungskante parallelen 

"Wird K zum Rotati onakegel so wiid F zu Ki 
tationsfläche, wird K zum Ii.ut,elkee,cl so wirl 1 zui 
Kugel und man braucht die betiefCenden Bedingungen 
nur aus Abschnitt V abzuachieiben Man sieht sofort, 
dass alle Scbnittn von K und F durch tine Ebene 
homothetisohe Kegelschnitte eigeben(i IS 113 
d h soLbe, fui welche die Lage uni das Verhältnis 
dei Axen ungeandert bleibt, odei die sith nui durüh 
den Weit dei ^instanten untei scheiden, d h die un 
endlich feine Gerade m denselben Punkten treffen) , 
kurz, man briuchte die zenttalen Quadiiks ledineimh 
kaum zu behandeln, wenn nicht die gestaltlichen "\''ei 
hiltnisie inteiesiieiten Die Konstante C kann au h 
gleich 1 gesetzt weiden da ein Iveßil ich duicb Äen- 
derung des Langenmassea nicht ändert 

Es sei G (s) die auf die Hiupta^en trinsliiraieite 
Form eines centralen Quadrik's, d. h. 
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G (s) = rx= + X'y^ + X"z= - 1 = 
seine Gleichung. Sind aile drei X negativ, so teisst die 
Fläciie: imaginäres Ellipsoid, sind die X alle posi- 
tiv: Ellipaoid; sind zwei ^ negativ, eins positiv, so 
hejsat die Fläulie : Einschaliges Hyperboloid, zwei 
positiv, eins negativ; Zweischaliges Hyperboloid. 

Sei E (s) eine Ebene mit den Kichtungsfaktoren 
boa^sb,,. Jim den Schnitt von E (a) und G(s) zu 
untersuchen, kann man entweder die Koordinaten so 
transformieren, dass B (s) zn einer Koordinaten ebene 
wird oder eine passende Specialfläche 2. Grades durch 
die Schnittkurve legen. Wir wählen einen Cylinder, 
dessen Ase auf der Schnittebene senkrecht steht, also 
die gleichen Eich tun gsfaktoren hat. "Wir haben dann 

2) C(.)=G(s) + E(s)H(s)^0. 
Denu C(b) muss verschwinden, sobald G(s) und B (s) 
gleichzeitig verschwinden, H (s) stellt dann eine zweite 
Ebene — Nebenebene — dar mit den Richtunga- 
faktareu 2u 2v 2w. Es hat dann C (s) die Koeffizienten 
der Glieder 2. Grades (in x y z); 

a„„ = ^„-[-2b„,u; a„, ^b,, v+b,, w; »os^KjW-fb^^w; 
a„ = -l'-]-2b,jV; a,s = b,sW + bj5 v; a^^^ = ^" + 2 b^^w. 

Man sieht sofort, dass C (s) sich nicht ändert, wenn 
man b,,, . . . mit u . . , vertauscht. . Setzt man wieder, wie 
in § 26: a^^, + a„ + a„ = s; b„„ + b„ + b^, = a, so 
haben wir für die ßichtungafakforen der Cylindor- 

\^ ^3 "j^! ; ■ ■ ■ i Ij.s + L'a„, ; bja + L'a^j ; b^^ +1^'-^^ etc., 
wo L' und L" die Wurzeln der Gleichung 
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13i Die eigentlichen centralen Fl&ciien 2. Grades. 

[Za bemerken, dasa die b in ir sich von den b'a 
der Ebene E(s) durch einen gemeipsamen Faktor unter- 
scheiden, solange dieser nicht 0, ist es erlaubt, sie zu 
identifizieren.] 

Da «33=0, weil C(b) I'ocm eines Cylinders, so 
haben wir wieder die schon oft benützten Relationen 18 
des § 24 und es ist 
_ bj/ + b,,'' + b,,° _ _K,__ _ K 
~ bjj COS'' y cos ß cos -/ 



wo te (J j- die Riclitungs Winkel von E(s) sind. 

Es ist ferner 
.-(r + A' + -l") + 2(«l,„+vl„+»li„) = » + 2». 

Wir haben zur Ermittlung Ton uvw die Gleich- 
ungen (§ 24): 

a,„ K + V K + ^«^ K =0 ; %iK + ^i.^n + ^lA^^'^-i 

^i,i\i-l-^ii^,i'^\i\i=^^i oder 

ii5!,,, + b„,(ub„2 + vb,j + wTjjj) + b„3A° = 

vo-b,3 + b,j(ub„3+vb,j + wb„) + b.,,l' = 

wcb„+b,„(ub„, + vb., + wbJ + \3.J"=0. 

Man sieht, verschwindet ein ßichtungsfaktor, z, B. h„j, 

so verschwindet u und damit u^, und u^^, d, h. : 

Ist die schneidende Ebene einer der 
3 Hauptaxen parallel, so ist es auch die 
Nebenebene und die Eine Hauptaxe der 
Sohnittkurvo ist der betreffenden Haupt- 
axe parallel. 

Ist keins der b^j gleich Kuli, so kann man durch 
b„„ eto. dividieren und wenn man üb«,, vb,„, wb,, als 
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Dip cpntiilen Flächen 2 Giades. 135 

Uni eltannte \, j z einfuhrt, so hat man, wenn mau 
lieh der Bedeutung der b,, erinniit (den Richtungs- 
koamus der Sehn ttehene prop irtional) : 

- 1— i ^ + ^^ = etc. 
und diese Gleichungen bleiben auch für den Fall des 
Paraholischen Cylinders richtig. Das System giebt, da 
i»-x + y + z ist: 

2) —2&==r coa'a + ß.' coaV + '*" cosV- 

Hieraus erhalt man sofort für den Fall, dass der 
Schnitt eine gleicliseitige Hyperbel, d. h. die 
beiden in der Schnittfläche liegenden Hauptaxen ent- 
gegengesetzt gleich, also s^0;2*^ — ■ t. 

2») Ä° + A' + A" = Ä' cos V + Ä- cos ''ß + Z" cos V 
oder 

2e) Ä' sin ^B + Jl' sin ^ + Ä" ain ^ = 0. 
Man sieht, wenn alle 3 ^ positiv, ist diese Gleich- 
ung (für reelle Schnitt ebenen) unerfüllbar. Die Gleich- 
ung 2*) kann auch die Form, annehmen (durch Multi- 
plikation mit cos 'a + C03 V + i:os ^Y = l): 
2i>) coa'«(^' + r') + cos'^(.i" + ^°) 

+ cos V i^' + -*') = 0. 
Also (24) des § 26) r 

Die Ebenen, welche aus einer centralen 
FläcLe.F^ gleichseitige Hyperbeln ausschnei- 
den, sind den Tangentialebenen desKogeUmit 
den Axen (A.' + Ä")-i; {Z" + r)-i; (/l°-f>l')-i 
parallel (also auch den Tangentialebenen an das El- 
Hpsoid(i °)- » ; (^') ~ ' i 9-") ~ ^ im Abstände V^' + X' + X") 
Die Ebenen dieser Schar, welche durch 
einen festen Punkt P gehen, umhüllen einen 
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136 Die eigentlichen centralen Flächen 2. Grades. 

Kegel mit der Spitze P, der sich von diesem 
nurdurohParallelverscliiebung unteracLei- 
det. 

[Wird eine der Äsen, 2. B. X" gleich Null, ist also 
M im Unendlichen, so bleiben die Relationen 2») 2^) Qoj 
bestehen, nur geht die Symmetrie verloren. Die Sätze 
gelten daher z. B. auch noch für den Oylinder, hei dem 
eine Axe ist; doch sind die Schnitte nur für den 
hyperboliaohon Cylinder reell.] 

"Wenn der Schnitt parabolisch, so ist der Cylinder 
ein paraholischer (§ 29), Die Cyiinderaxe | Ka^ia^sa 
stellt senkrecht auf der Äxe < ^oa a^j a^, bezw. ya^^ yn^ 
yä^ und die dritte Axe auf beiden, ihre Bichtungs- 
faktoren sind pqr, wo p = b|jV^ — l^aa/ä^i 1 — ^aa 
^\o — '\t ^\'i r '^'^\i^^i — ^1! l\ti- -^^ ergiebfc sich 
sofort p^ = ^'b5j'-|-X"b|j" , . ,, 

somit, da ph^,, -(- qb^ ^-rb^, — ist. 

3) f^"h.,^ + Vb,,= b,, + ...-0. 

Befreit man diese Gleichung von den Irrationali- 
täten durch Qnadrierung wie bekannt, so ergiebt sich 
als Bedingung für die Eichtnugskosinus der Schnittehene 
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Die Kreisschnitte. 137 

[Ist eins der X, z. B. X", gleich Null, rünlrt M ins 
Unendliche, wie beim Cylinder, so sondert sich aus 3 
der Faktor \, links ah, also muss entweder 1)^^=0 
Bein, oder der andere Paktor ist 0; letzteres führt zu 
b^3=0 oder bj, — 0. la jedem dieser leiden Fälle 
müsste aber der Schnitt senkrecht zur 'i.xe der also 
im. allgemeinen die Axen. V und ? enthalt, eine Parabel 
sein, es bleibt also, wenn man vom partholiachen Gy 
linder absieht, nur b,j =0, d. Ii wean n cjuei Plaohe 
F' eins der X Ter schwindet, schneidpn die Schnitte 
parallel der zugehorigea Axe Parabeln auo I t die 
Fläche ein Cylinder, so zerfallen diese Pirabeln in zwei 
parallele Gerade.] 

Um die Natur eines ebenen Schnittes allgemein zu 
beurteilen, muss man sich entsinnen, lÜaas der Cylinder 
elliptisch, parabolisch., hyperbolisch, der Schnitt also 
Ellipse, Parabel, Hyperbel, je nauhdem b^^ > 0, = 0, 
-< 0, Es ist aber \\^ gleich &„„ ^i, — '\i'' und es cr- 
giebt sich 

S^J) bj, = cos V 0-° ^' cos V + X' X" cos 'a + X'X" cos V)- 

Somit hängt die Natur des Schnitts vom Zeichen 
des Faktors von cos 'y ah, wir wollon iba S, nennen, 
und der Schnitt ist Ellipse, Parabel, Hyper- 
bel, je nachdem E,>0, = 0, <0 ist. Die Haupt- 
axengleichung des Schnitts, wodurch aber die Äxen des 
Schnittkegelschnitts nur bis auf einen gemeinsamen 
Faktor bestimmt werden, ist: 
ge) L' — L ^X' sin "a + E = 0. 

g 39, Die Krelsäclmltte. 
Es fragt sich, ob und wann der Schnitt zum Kreis 
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138 Die elgenüiciieii centralen Flächen 2, Orades. 
wird; es muss dann der Cylinder 7,um Eotationscjliader 
werden,L' = L"=7r-; <r^—r wii<I nanh. S 29 
b„, + I-v, a,, = 0, \^ + L, a,, = ; b„ — (f + L. a,, =0; 
K, + 3'2 a„. = Q, 

, \i »la ^ni 

also ,- - ^^ ■— = i — j 
^01 °ia '^ui 
ausser wenn eins der b z. B, b^, gleicli 0, darims folgt 

u;v:w = b„, ;b.,:b,,, 
dann geben unsere Gleichungen 

C{s) = G{a) + cE», 
d. h. die beiden Schnittkurven sind parallel, 
und unser System, gieht 
J'" + c (\,= + "b, ,^ + b,/) = ;>-' + ...-= ; 

j." -|- c . . . = 0, d. h. j.° = ?.' = X". 
Wenn also keins der b glelcb Null, so 
muss G{s) eine Kugel sein; die b sind willkür- 
lich, und wir finden die bekannte Eigenschaft der Kugel 
wieder, von jeder Ebene in einem Kreis geschnitten za 
werden, 

Ist Gr (a) keine Kugel, so muss eins der b gleich 
Bein, d. h. die schneidende Ebene einer der Hauptaxen 
parallel aeia; dann werden an sich alle h gleich Null, 
aber da die schneidende Ebene eine bestimmte Richtung 
haben soll, so können wir, wenn z. B, b,, = 0, d. h. die 
schneidende Ebene der z-Axe parallel, setzen : b,j ; b^, 
= b^^ : b;,^ und unsere Systeme bleiben, nur w und bj, 

.MO, 1=),". 

"Wir haben dann 
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Dio Kreis schnitte. 139 

a) ao„ + a„ = x"; 
h) a,,a.„ = a„/ (weil \^ =0); 
c) a„b„, + a„,b„ =0; a„, b„, + a„ b„ = 
oder mit Benutzung von b) 

a.„b„/-a,,b,/, 
d. h. aoc __ a,, __ a^s + a,, 
\? ~ \?~ V + b,/" 
Es ateht nichts im Weg 

b„^ = oos a, b,j = cos ß, (sin a) 
zu setzen, wodurch 

a.o=b,,'?."; a.j = 3."b|,3^ 
und damit sind Sub^j und Svb^j als Funktionen von 
b(,j und b|2 bestimmt, die Gleicbung a) giebt dann 
„} ?" = rb / + J'b„/ 

/ — )° ? — J 

4) V-Y-_r V-^^. 

Hieim ateclipn 2 fechiien von i-beneii, jö nachdem 
wii die Wurzeln mit gleichen odei entgegengesetzten 
Zeichen nehmen, und da ■«n ebensogut b^, = odei 
b j = aetzei konntrn, so gieht es ira aOaCmemen, 
d h von der Kugel und dem Kugelkegel abgesehen, 
6 Schalen vin E.toissobnitten, deren Eealitit wir spatei 
uiitersu:,hen ■wollen 

Die Kiejsschnitte h^&en si h wenn einmal fe^t 
steht, diss die schneidende Fbene einer dei Äsen pa 
rillel ist, wrat &L.h.neller erledigen, wenn man duich den 
Schnitt eine Kugel legt Es mu«en dmn O (s) und 
F(s) = ax+Jy + (! odei -nenn wii von dei Konstinto 
abaeken, G (sj und E(s) — ax + f'y so kombiniert 
werden können, dass dio Gleichung der Kugel 
ax'4- ay' + az= + . .. 
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140 Die eigentlichen centralen Flächen 2. Grades, 

erhalten wird, d. h, die Quadrate der Variabein gleiclie 
Koeffizienten hahen und die Produkte versohwiaden. 
Da ax = — ßy, so ist für alle Tunkte von B: 

a'x' + i'f + X"z') + Kx= - ^'y') 
zur Kugelform, wenn 

ß^ = J.' — A", a^ J^ ß^ =-. X' — J.°, 

X" — X" 
d. h. \s ^— — -;■. Also 

Aui jeder centralen KegelfUche, den 
Kegel selbst eingeschlossen, gieb t es 3 Paar, 
reeller oder imaginär er Kr eiasohnittsoliai-en, 
ausgeschnitten vonEbenen, welche jeEiner 
der Häuptaxen parallel sind und mit den 
andera die durch die Pormeln 4) und ihre 
entsprechenden bestimmten "Winkel ein- 
schliessen; die Winkel zweier aur selben 
Axe gehöriger Ebenen werden durch die 
beiden andern Axen halbiert. 

Lpind s' und s" zwei Punkte (Elemente) des Ge- 
bildes G{s)=0, 30 gilt *ür jeden Punkt s(s' + ?.s" 
ihrer Verbindungs- (Schnitt-) Geraden, und nur für diese, 
die Relation 

P(ss')+P(ss") = PCs's").{l+^), 
weil P (ii + v'x) =P(ax) + P(vs) iat, und 

P (s' a') etc. = 0. Ferner 

r(s's'4-0^P(^'0-(l + ^) __ 

s' + s" { in, wenn mit m der Mittelpunkt von s' s" 
{beaw. die Winkelhalbierende) bezeiciinet wird; also 
m { s/ + s„" . . . { x/ 4- x" . . . 2, somit 
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.)P(.m) =P (■'."). (1 + 1), 
b)P(mm)_ GH _2P (.■■"), 

Bezeichnet man die gewöhnlichen Punktkoordinaten 
von m mit | »i f und die von s mit x, y, z. — ■ (Es ist 

A] Q{inSl) = PiilSl,xs7.l) oder wenn wiv 
m(l'?fl, H{xyzl setzen, 
e) G(m) = P(sim}. 

Sehen wir s als festen Punkt an, so hahen wir 
den Satz : 

DieMitten allerSehuen eines Quadrik's, 
welche durch einen festen Punkt P gehen^ 
liegen auf einem ähnlichen Qaadrik mit 
parallelen Äsen, auf dem P liegt. 

Der Beriihrungskegelschnitt des von P an G- ge- 
legten Kegels liegt auf diesem Quadrik, da P (s m) die 
Polarfom von G (a). 

Die Ableitung zeigt, dass der entspreoliende Satz 
zugleich für die Kegelschnitte gilt. 

Wird B als Ebene, G (s) als y' gedeutet, so haben 
wir den dualen Satz ; 

Die Halbierungaebene des "Winkels zweier 
Tangentialen, deren Schnittgerade auf einer 
festen Ebene liegt, umhüllt eine ähnliche y'. 

Bewegt sich m, so dass G- (m) konstaut bleibt, so 
ist P {a m) = G- (m) , die Gleichung der Tangentialen 
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an das alinbclie Gabilde, m das Bei uhruDgaelement , 
dies tiitt z B ein T*enii sich ein. dem Qaaduk ein- 
£[eschriebenes (umgefdinebene) Dieieck ao bewegt, dass 
Bwei Seiten (Ebenen) parallel bleiben die dritte um- 
hüllt dann einen ahnlichen Quadiik, dei honiothetisi.b 
ist, und m ist das Beiubiangselement J] 

Die Form ein 4) zeigen, dass b„j' und b|,'nur dann 
positiv uad kleiner 1, die Ebene E nur dann reell, wenn 
J- die mittlere Ase repräsentiert. 

Es sind also, abgesehen von der Kugel und 
dem Kugelkegel, nur 2 der Kreisaoharen reell, 
welche zur selben Äse gehören. Sind zwei 
der X gleich, ist die Fläche eine ßotations- 
fläche, ao fallen die beiden Scharen zusammen. 

Den zu einer Sehnittebenen schar h^^^ b^^; b^j kon- 
jugierten Durchmesser finden wir dadurch, daas wir ihn 
für den Kegel K (s) bestimmen, da haben wir für den 
Pol X' y' z' 

also x' = cbjjX" — 1; y' = cb,jX' — 1; a'=^ ebjjX" — i, 
wodurch wir für den Durohmesser anf dem die Centren 
einer Kreiaschnittachav liegen, erhalten. 
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a' = /-J 



aÄ-o ßX-- yÄ- " ' 

da 6 hierin nitlit vorkoinrat ; 

Die Pole aller parallelen Ebenen liegen 
auf Einem Durchmesser. 

Ist c! = ird d'e El e e r D' net alehene, so 
u kt der I ol s F e dli h I er 1 1 e "V e hältniase 
d r Koo d te o i5 n 1 1 n g so ist 1 e er Punkt 
n de Eichtu g Ä-" \ alle lui h e nen Punkt 

der D a etrilol e e d eaer K, ht g gez geaen Pa- 

1 llele werden zvahe de II le n Im halbiert ; 
Ziett ma 1 r I e e Pu kt ^ des Durch- 

messers e ne Gfe de n t den K htung lakto'en avw 
n der lu h x gele le Elene der i) l -w a ß y, 

so ist aa -{- v0 -\- wy =^0, weil daa Loth auf der Ebene 
au.f uvw senkrecht steht. Die Gleichungen der Geraden 
sind x = K' + ru; y = y' + rv; z = a' + rw 
und für die Schnittpunkte mit der Fläche haben wir 

0(«,y.') = a(t'---) + " («» + '? + »!■) 

+ r'G(uT,) = 
und da der Koeffizient von rc verschwindet, so wird 
die Gerade zwlsühen den Schnittpunkten mit der Fläche 
im x', ... halbiert, oder; 

Der Punkt, in welchem der konjugierte 
Durchmesser die Ebene der Schar schneidet , 
ist der Mittelpunkt des Schnitts zwischen 
Fläche und Ebene. 

Die KoQstante ö bestimmt sich durch die Thataache, 
dass wenn mau eine der Koordinatenaxen in die !Eich- 
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144 Die eigeiitli''tieii ceiitraloii Flächen 2. Grades. 

tung der Cylinderaxe dreht, die betreffende Koordinate 
aua der Gleichung des OyliaderB herausfällt. Dreht 
man also z. E. daa Koordinateiikreuz in der xy-Ehene, 
(Fig. 13), Bo daas diex-Ase in die EJchtung b^^ h^^ fällt, 
set^t also 

so erhalt man 

C = rz' + X"-;' + |d + Kd{uV + Tb.J 

+ z )! d (vb„, — üb, j _ 1 + d<! = 0. 
Da der Koeffizient von | vftrachwinden musa, so ist 
6) ^ = d {V + }.' — r-). 

Das Verhältnis der Konstanten des zum 
KreisschnJtt gehörigen Schnitts und des Kreis- 
achnitta iat konstant und X' + X' — 'k". 
2(vb„2 —ii\^) = 2b„, b., (1° — X') = V. 
(Es war 2 u b^,, = b„, ^Ä" — Ä" . ■ .), also 
C = Ä" z' ■+ Ä" r,' + i,dv — 1 + di = 0. 
Verschiebt man den Anfangspunkt in das Centrum des 
Schnittkreises bezw. in dessen Projektion auf die Ebene 
z jj, so ist ij ^ ij' -j- »Je nnd 

_ d^ _ Ab^„h,j A" — Ä') 

'^'^ 2l" >7' 

Da l„ wie die Figur 13 zeigt = — d, so hat das 
Ceutrum des Kreisschnitts der Schnittebene im Ab- 
stände d die Koordinaten 



voraus sich in deu ursprünglichen Koordinaten ergiebt 
«rie man auch direkt erhält aus Kombination der Gleich- 
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ung des Durchmessers, auJ dem die Centrea liegen, mit 
der Gleichung der Schnittebene 

sb,, + yb,, + d-0 
(Benutzung der Öleichung 5 S. 142.) C wird 

l" 7?-\- X"'^''' — 1 + d a + 5^0^ ?." + ijc d K, 
da aber ^^ d j. = — 2 ijo' X', so ist 

Alao das Quadrat des Radius r des Sctinittkreisea 

hieraus folgt, dass wenn 9) d" = "^r, = ^t^ ^^'^ Sctnitt- 
kreis zum Punktkreis wird, und sobald d' ^ der 

Schnitt imaginär wird ; die Ebene wird für den Q-rena- 
SiiDOD, AnaljtlsoLe Geometrie des Raumes. 10 
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fall zur Tangentialebene, die i doith die Gleichungen 
7) und d = d„ bestimrato Punkte iallea Lei Eiotations. 
flachnn in die 'hmäi unkte 1er ßotatioiisaxe psärweise 
zusammen, iie weiden imaginir, scbald eine ungerade 
Anzahl A, negativ i'it, sie heiisen Kreispunkte der 
Plache 

5 3^ Die Eeie'ichen Axen des cenlralcn Quadrika. 
Pur die Axen einer Fläche F ergeben unsere For- 
meln aus § 22 S, 102, wenn s' y' z' die Koordinaten des 
Pols V sind 

die Hauptaxengleichung des Axenkegels, der durch P 
geht, erscheint zugleich in der cardanischen Form, d, h. 
das Glied mit X' fehlt; man sieht fernsr, dasa die Kon- 
stante C gar nicht in die Axongleichung eingeht, also : 

Bineaerado, welche (Reye'scho) Axe der 
Fläche F ist, ist zugleich Ase for den zu P 
gehörigen Asymptotenkegel und damit für 
alle Flächen, welche sich von F nur durch 
den "Wert von C unterscheiden, d. h, ähnlich 
und ähnlich liegend (homo thetlsch) sind; 
auch die Pole bleiben unverändert. 

Die Grleichung der Ase ist, wenn P auf F liegt, 
zugleich die Gleichung der Normale der Fläche F 
im Punkte P, liegt P nicht auf F, so lässt sich der 
■Wert von C als G (P) bestimmen, und es giebt also 
Eine homotlietische Fläche P', auf der P liegt, und für 
welche die Axe, deren Pol P ist, zugleich Normale in 
P ist, d. h. : 
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Die Roye'scben Axen des centralen Qaadrika, 147 

Der Asenkomplex einer Fläche P ist 
identiscli mit dem Komplex der Normalen 
aller mit F homothetiachen Flächen. 

(F selbst mitgerechnet,) 

Da die Axen (§ 22, 8. 102) eine Mannigfaltigkeit 
3. Stnfe bilden, während die aller Geradon des Raumes 
von 4. Stiifo ist, so muss zwischen den Eaumkoordinaten 
einer Geraden Eine Bedingung bestehen, damit sie Axe 



Wir haben (§ 9 8.30): 




«-^•i'j ii~Xf;,->."t!; • 


= y'^-U-~Ä"); 


b = z'i'(.t"-r)i o-i'j'(r --!'); 


hieraus wie stets 




«) «.+ b|, + >!,= 


= und 


') "H-^'+^-O 




oder mit Benutzung Yun a) wenn 


-c ^ b 
-—— = p und — = c[ 


gesetzt wird: 




p l'-k'' l" 




■"> l- .''-rr 




und wenn = A^ etc. gesetzt ^ 


;.ird 



(1 G' — a:'' 

Gleichung 7) zeigt, dasa der Axenkomplex von F 
mit denen der liomotheti sehen Flächen F' iJentisch ist. 
7") daas er sich nicht ändert, wenn die reziproken Werte 
der Grössen A. alle um dieselbe Zahl geändert werden. 
Diese Flächen heissen nach Analogie von T. 1 kon- 
fokal, doch verschieben sich im 2. Fall die Pole. 
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Um die Koordinaten des Pola aua denen der Axe 
zu bestimmen, haben wir (G-lcicbung 20 § 9) : 

somit 

'^' ^ X' — r A"-~Ä' ' ^ X' — ^'a' 

,_^ r'q y 

^ /l" - i" a ■ 
X)iese öleicLungen zeigen direkt, dass die Pole für 
alie honiothetischen Fläobcn dieselben sind. 

Die Bedingung 7*) laaat hieb geometrisch inter- 
pretieren; die Figur 6 zeigt, dass eine Guiade, welche 
eine der Koordinaten ebenen, z B. die x y-Kbene in 0, 
eine zweite , die x z-Ebene in B schneidet , Äse ist, 
wenn die Projektionen von OC und OB auf die 
3, Axe im konstanten Verhältnis (B^ — A') : (C^ — A°) 

g M. Fokülkiirven, honfokalc Flächen. 

Wir haben fiir die Äsen die Gleichungen 6) und 
daraus folgt, dasa die Axe eine der 8ymmetrie-(irau.pt-)- 
Ebenen, z. B. y = im Punkt # j; ? so schneidet, dass 

die der Ase konjugierte Ebene 

schneidet die Ebene y ^= in der Geraden 
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(wenn (ü)-!--?-!),- also T..1, 8. 81): 

EineAxeundihrenprmaie Ebene söhn ei- 
tlen eine Symmetrieebeue, z.B. y=^0 in Pol 
und Polare in Bezug auf den in der Sym- 
metrie-^ bene liegenden fest en Kegel sehnitt. 

Diese Kurven, deren es in jeder Haupt- oder Sym- 
metrie-Ebeue Eine giebt, heissen Pokalknrven, sie 
sind für Fund alle mit ihr konfukalen iden- 
tisch (und gehören selbst zu dieser Plächenschar), 

Ihre Gleichungen sind : 

Setzt man fest, dass bei dreiaxigen Flächen, 
d. h. wenn je zwei A, voneinander vorschiedeu siad, 

^-o>vi-" >^-', 
so ist die Fokalkurve in y = — ^ C'y — eine Ellipse, 
die in z = eine Hyperbel, die Fokalkurve in x == 
imaginär. 

Sind zwei A. gleich z. B. Ä" und A,', d. h. ist die 
Eläche eine Rotationsfläche mit der Eotationsaxe Ä", so 
arten die reellen Kurven in zwei der Eotationsase 
parallele Geraden aus; hei der Kugel ist das Centrum 
der einzige reelle Punkt, 

Auf den Fokalkarven liegen die Brennpunkte der 
Axen- oder Haupts chnitte ; diese Punkte heiaaen die 
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Brennpunkte (Foci) der Fla«he F und der konfokilen 
Letrt min duii.li liie Tangenti' m einem Punkte 
p|x,z, einer Fokalkuive C'y irgpni iine Ebene \, 
sc iteht die \xe dieaer Ebene nicli Detinition dei 
Eokilkuive m P aut Eh aenkiecht und daliLi hegt der 
Pol P^ der E! ene «l auf aji Alle diese Lote ak bilden 
abei die in P auf dei Tdneente (und limit luf dei 
Fokalkur^e) senkrethte Ebene v Die Ebi^ne v silinei 
det F (und jrde konfokale) in einem Kegeli,i_hnitt C° 
und dei Pol jedtr &eline von C duicli P liegt auf dei 
zugeboiigen Ase ai,, sonnt stellt die Linie, welche P 
mit dem Pol vuibindet auf der S(,}ine senkrecht, d h 
abei P ist der Brennpunkt (odei Pocus) des 
Schnitts C^ Von dieser Eigenschaft hat die Fokal- 
kurve den Namen; wir haben den Satz; 

Die Ebene, welche im Berührungspunkt 
einer Tangente der Pokal kurve auf der Tan- 
gente senkrecht steht, schneidet die Schar 
konfokaler Flächen in Kegel schnitten, deren 
einer Brennpunkt der Berührungspunkt ist. 
Die Flächenschar 

liat identische Pokalkurven und daher rechtfertigt sich 
der Namen konfokal, sio hat donselbeu Asenkomplex, 
die Koordinaten der Pole haben gleiches Verhältnis. 
Will man die Flächen, welche in der Schar enthalten 
sind, klassifizieren, so kann man von jeder beliebigen 
ausgehen; man kann daher, unbeschadet der ÄUgemein- 
beit, annehmen .i — o, ^ — ', A,^ ", d. b, a', b', o' wären 
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positiv und a > c > b und. p die Werte von — w bis 
+ OD durchlaufen lassen. 

Ist 1) p = — CO, so sind a= + p, b= + p, c' + p 
alle gleich p und a) geht über in x' + y* + a^ = — p 
und stellt eine Kugel mit unendlich grossem ima- 
ginären Eädius dar. 

Ist 2) p zwischen — ■ co und — a°, so sind alle 
3 Hauptaxen -i negativ, die Flächen sind imaginäre 
Ellipaoide (vgl. 7. Abschnitt). 

Ist 3) p ^= — a', so wird die Fläche mit der ima- 
ginären Fokalkurve CV identifiziert. 

Ist i) p Bwischon — a' und — c', so sind die 
Flächen, da zwei Hauptaxen negativ sind, z w e i - 
Bohalige Hyperboloide. 

Ist 5) p = — c^ so soll die Fläche die Fokal- 
hyperbel C'z darstellen. 

Ist 6) p zwischen — c' und — b", so ist eine Äxe 
negativ, die Flächen sind einschalige Hyperboloide. 

Ist 7) p = — b', so soll die Fläche in die Fokal- 
ellipse Cy' übergeben. 

Ist 8) p zwischen — b^ und q- cc , so sind alle 
3 Axen positiv, die Flächen sind Ellipaoide. 

Ist 9) p = 4- <» , 50 ist x^ + y" + z" ^ p und die 
Fläche geht in die Kugel mit unendlich grossem Ka- 
dius über. 

Die Gleichung a) ist für p, wenn xyz als fest- 
gegeben angenommen werden, eine Gleichung 3, Grades, 
also gehen generaJiter durch jeden Punkt P im Eaume 
3 konfokale Flächen der Schar a). Die Gleichung wird 
vom 2. Grade, wenn P auf einer Fokalkurve liegt, z. B. 
Cj', aber dann ist eine Wurzel p ^^ — b'. 
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Liegt P auf keiner rokalkurve, 90 erbäJt man eine 
Gleichung 3. Grades, welche nach f ortschaSung der, 
Neßner die Form annimmt: 
L = (.'+p) (b' + p) (c' + p) - ^i'Cb' + pXo' + pj-O. 

Für p = -}" *> wird L positiv, für p = — b' ist 
L negativ, für p = — c' ist L positiv, für p ^= — ■ &' 
igt L negativ und bleibt es, wenn p < — a' wird, also 
liegt eine Wurzel awiachen + od und — b', eine zweite 
zwischen — b° und — c', die dritte zwischen — c^ und 
— a^, wobei ea vorkommen kann, daas Eine Wurzel mit 
einem der Grenzen zusammenfällt. 

Damit ist bewiesen: 

Durch jeden Punkt im Raum gehen 3 
und nur 3konfokale Flächen der Schar, von 
jeder Art je eine, wenn wir die Pokal elüpse 
zu den Ellipsoiden, die F okalhyperb e! au 
den einsohaligen Hyperboloiden rechnen. 

Zwei konfokale Flächen derselben Art 
schneiden sich nicht. 

Dagegen können wir beweisen: 

Zwei konfokale Flächen verschiedener 
Art haben stets eine (reelle) Schnittkurve. 

Wir wollen diesen Satz nur für die Hyperboloide 
beweisen, da er für EUipsoid - Hyperboloid anschaulich 

°) ir+i + p+ii + ?+!> ~ ' 

sei einschaliges Hyperboloid, d. h. p zwischen — c^ 
»weischalig, d. h. <i zwischen — c° und — a^ 
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Wir subtrahieren ß) Ton a), giebt 

>■) (.J+p) (.'+,) + (0-+P) (c'+i) 

+ (V+rilP+ö " ° 

oder s'u — z'v + y'w = 0, wo u, v, w, niclit negativ 
sind, oder z' ^ x* u' + y° w' , wo u' und w' im all- 
gemeinen > 0, jodonfalla nicht < sind. 

a) giebt dann : x'p -]- y'" ^^ Ij wo /» sicher positiv 
und v eicher nicht negativ. 

Diese Gleichung wird aber von allen Punkten dor 

BUipae mit den Axen 1/ — ; 1/ — erfüllt. Also: 

Zwei konfokale Centralflächen aweiten 
Grades (centraleQuadriks), sehn Didensichin 
einer Kurve, deren Projektionen auf die 
Hauptebenen Kegelschnitte sind, deren Cen- 
trum das Gentrum der Flächen und deren 
Hauptaxen in die Hauptasen der Flächen 
fallen. 

Die Gleichung y) enthalt dea Hauptsatz, der Punkt 
P ! X|| . . . sei den Flächen a) und ß) gemeinsam, dann 
gilt auch, y), das wir in der Form schreiben können: 

i? + ^ ■ a^+"q+ b^ ■ V + ^+ o"^ ■ «"M^^*'- 
Es sind aber -j- jv - ... die Riohtungsfaktoren der 

Tangentialen an die Fläche a) in P, desgl. ^ _? . . . 
die der Tangentialen an (?) in P und wir haben den 
Satz: 
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Zw«l konfokale Fl^lcheu F' schneiden sich recht- 
nlnkllg. 

Da durcli jeden. Punkt im ßaum 3 Flächen der 
Schar gehen, welche sich rechtwinklig achneiden, so hat 
die konfokale Plächenschar dieselbe Eigenschaft, wie 
das System der orthogonalen Ko ordinalen ebenen. Den 
Raum in unendlich kleine rechtwinklige 
Parallelepipeda (Balken) zu teilen, und daher 
haben Lame und Jaoobi die 3 zu jedem Punkt ge- 
hörigen "Werte des p zu Koordinaten des Punttfia ge- 
macht, die sogen. Elliptischen Koordinaten, ein 
krummliniges Koordinatensyatem, das sich für theore- 
tische Physik und Integralrechnung als äusserst brauch- 
bar erwiesen. 

Die Gleichung L = bestimmt zu jedem Punkt 
P seine Elliptischen Koordinaten, von denen, wie be- 
wiesen, p zwischen -\- oo und — b'; q zwischen — b' 
und — c', r zwischen — c' und — a° liegen musa, falls 
P ein reeller Punkt ist. Der "Wert des p {einschlieaa- 
lich des Minimum — b") bestimmt das durch P gebende 
BUipsoid, der des q (einschlieaalich — o°) das ein- 
schalige Hyperboloid, der des r (dessen untere Grenze 
— a°) das zweiachalige Hyperboloid. Die elliptischen 
Koordinaten sind also beschränkt. 

Man muas nun aus den elliptischen Koordinaten 
die orthogonalen bestimmen. Es Ist, wenn daa variabel« 
p in L mit i bezeichnet wird, L identisch mit (n — p) 
(ir — q) (ji — r), wo p, q, r die Wurzeln von L = 0. 
(Schubert, Arithmetik.) 

p q r = x' b' c' + y^ c^ a° -}- z' c^ b' — a^ b' c^ 

p + <l + r = x= + y' + z'-(a= + V-fc') 
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pc| + ,r+tp = .-b' + bV + o'.'-i'(b- + >-) 

-,'(c- + b-)-z'(.' + c-). 
Es i8t, wenn w = — b' ist: 
j" («• - b") (o- - b') = (- b- - p) (- b- - ,) 
(-b'-r) = L(-b-) 
-(-bT-(-b')'(p+, + r).., 
WO L (— h') den Wert bedeutet, den die Form L an- 
nimmt, wenn man für die Variable jc einsetzt — h^, also 

._ T^(-f) LI- «') 

J -(„. _ b") (•■ ^ b') ' (f - .") (r.> - .■) ' 

(.'-c') (b--o')' 
wuraua Bicb die aelion bekannten Beschränkungen von 
pqr aufs neuo ergeben, da x^y'a' nicht < sein 
dürfen. 

Man sieht, dass zu. ein und demselben Wertsjatem 
p, q, r generaliter 8 Punkte gehören, d. h. 

drei verschiedenartige konfokale cen- 
trale Quadriks schneiden sich in 8 Punkten. 
Soll Bestimmtheit erzielt werden, 80 müssen auch 
hier durch Festsetzung der Wurzelzeichen die ver- 
schiedenen Octanten kennthoh gemacht werden. 
Man sieht, dass 

p + q -|- r ^ Konatans 
die Gleichung einer Kugel in EH. Knord., 

p q r ^ Konst. 
die Gleichung eines Elhpsoids, das mit dem Gruiid- 
ellipsoid homothetisch. 

pq + qr-|-rp^= Konst. 
die Gleichung eines Ellipsoides. 
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Die centralen KegetfläcLen in spezieller 
Behandlnng:. 

% 35. Einteilung. 
Die GieichuTig -l°x' -[- ^' y^ + .i''z'= 1 entliält 4 
wesejitlicli verschiedeno Flachen: a) Alle 3^ sind nega- 
tiv, die Fläche hat keine reellen Punkte, sie ist ima- 
ginär {imaginäres Ellipsoid); b) alle 3 A sind positiv, 
dann ist der Asymptotenkegel, abgesehen von der Spitze, 
imaginär; die Flache hat ihfe sämtlichen Punkte im 
Endlichen; ihre unendlich femeu Punkte sind imaginär, 
diese Fläche heisst Ellipsoid; man giebt ihrer Gleich- 
ung meist die Eorm: 

^) ^+i + ^-='- 
Spezielle Fälle sind: die Kugel (wenn a^b = c) 
und das Eotations-Ellipsoi'd oder Spliäroid 

o) Zwei -i sind > 0, ein; < 0, z. B. r und A" > 0, 

^) ^'^+-^^- = '- 

Der Asymptotenkegel liegt innerhalb der Fläche, 
alle Schnitte parallel den Hauptebenen sind reell, die 
Fläche heisst Einsehaliges Hyperboloid (Ellip- 
tischea Hyperboloid), 

dj Zwei ^ sind negativ, eins positiv. 
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Der Asymptoteukegel he^t ausaerlixll) Sclmifte 
parallel zur yz Ebene sind imaginir bis fx) ^ a. Die 
Bäche zerfallt m zwei luruh eii en btimtea von der 
Breite 2a getrennte ajmmeti acLe Stucke, sie heisat: 
Zweischaliges Hjpeiboloid 

§ 36. Das EUipsoid. 

Die Haupt schnitte, d. h. die Schnitte davah je zwei 
Hauptaxcn sind Ellipsen, Ist x = 0, so ist p- + ^^ä" = 1 
eine Ellipse mit den Halhaxen b imd e. Die Grössen + a, 
+ b, -j-c, heiason die Halbasendor Fläche (s. ¥ig, 14 n. 14a). 
Der Anfangspunkt M ist Mittelpunkt im eigentlichen 
Sinne, jede durch ihn gehende Sehne wird in ihm 
halbiert, denn die Polarebene des Punktes II ist die 
Unendlich ferne, weil ihre Gleichung 1=0. Dies folgt 
auch ohne die Lehre von Pol und Polaren, denn sieht 
man duroh M eine Gerade ! «, ß, y, so ist r^ — d' und 
r = + d für die Schnittpunkte mit der Fläche. Jeder 
Hauptaohnitt ist Symmetrieehene , wie schon daraus 
folgt, dasa nur die Quadrate der Variabein in 1) yor- 



; sich die aohneidende Ebene parallel zum 
Hauptschnitt, so werden die Sohnitte ähnliche EUipaen 
mit beständig kleiner werdenden Äsen, ist 3 ^= + a, so 
werden die Schnitte parallel y z zu Ellipsen mit den 
Halbaxen 0, d. h. sie werden zu Punkten x = + a; 
y ^ Oj z ^= i sie heissen Scheitel, deren das BUipsoid 
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158 Die ceniralen Kegelflächen in spezieller Behandlung. 




. Halbaxo di m abaolaten Behage nach, so wirrl derHehnitt 
imaginär. Das Ellipsoid liegt also ganz itinerlialb eines 
graden Parallelepipedons, deaseii Ecken die Kooidinaten. 
+ &; +b,-i-c, +a, +b, — c, haben, und be- 
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Das Ellipsoid, 159 

rührt die Seitenflächea desaolben in den Scheiteln. Die 
Schnifto des Ellipsoids durch eine heliebige Schar pa- 
ralleler Ehenon sind Kegelschnitte, welche keinen Punkt 
im Tluendlichea haben, d. h. Ellipsen, Die Hauptaxen 
dieser Sclinittellipseii geben die Formeln des § 31. 
Ist die Schnittebene 

so liegen die Centren der Schnitt ellipsen auf dem Durch- 
messer .fx ^ -^'y __ ^"^^ _ 

X~^ " K~ ~^ ^ ^ 
nud wir erhalten für die Koordinaten des Centruma 

r(a=b„/ + Vb.,' + c'h,/) + d = 0; r=— — 

s^rbiija"; y = rbj,ti'; z = rb,jc'. 
Die Mittelpunkte sind also stets reell, auch wenn 
die Schnitten ipse imaginär ist ; dies tritt ein, sobald 
d" > n ist. Ist d" ^= n, so liegt das Centrum auf der 
Fläche, die Sohnittellipse wird zum Punkte, die Ebene 
zur Taogontialen in diesem Punkt. 

Damit eine Ebene {b.„ h,„ h,,, d) Tangen- 
tiale an das Ellipsoid soi, ist die Bedingung 
zu erfüllen: 

d-^^a'b^Z + b'b.j' + c^b,/ 

und die Koordiuaten des Berührungspunktes sind 

_ Kjft' _ b,,b' _ b,, c' 

^ d ' y d ' ^ d ■ 

"um an einen Punkt A der Ellipse die Tangentiale 

zu konstruieren, benutzen wir den Umstand, dass die 

Tangentiale der zum Durchmesser M A konjugierten 

Ebene parallel ist. Man zieht zwei dem Durchmesser 

MA parallele Sehnen der Fläche, legt durch M und 
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160 Die centralen Kegelfläcteii in spezieller Behandlung, 

die Mitten P und Q der Sehuen die Ebene und durcli 
A zur Ebene MPQ die Parallele. 

Hyperbolische und. Paraboliscbe Schnitte existieren 
nicht, die Kreisschnitte werden gegeben durch die Por- 



i'a-b„,' 



X" — X\ , , . A' — Ä" 



und die entsprechenden 



-l»- 



A' — Ä" 

Damit das erste System reelle "Werte ergebe, luuss 
A' < A" <C A' sein, dann ergeben alle übrigen imaginäre 
Wert« (meist setzt mau A" < Ä' < A"). Bei der Fest- 
setzung a > c > b ergiebt sich : 

Pur die Durchmesser, auf denen die Centren der 
Kreise liegen, ist 

und dies ergiebt für die Endpunkte des Durch 
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j^s = 5^' ; y^ = — y ; ^,^ — ^,\ y* = — Js- 

Diese i Punkte heisaen die Kreispuukte des El: 
soids, der Abstand d,, ergiebt sich aua 9) § 31 als 



Ist P X. . . ein Punkt der Fläche, setzt man 
— ^ cos a . . ., BO sind cos a ; cos ß ; coa y ; oder kürzer : 
a ß y die Eichtungskosinus eines Strahls r, P M ist ein 
Halbmesser der Fläche. Schlägt man um M eine Kugel 
mit der Längeneinheit, so schneidet Strahl r die Kugel 
im P entsprechenden Punkte it; die Pläclie ist somit 
auf die Kugel eindeutig abgebildet, und dem Halbmesser 
PM entspricht der Eadius ?cM, Ist a' die Länge von 
P M, sind b„, . . . seine Richtimgsfaktoren, so ist 
X = a' b„, = a cos w . . . Die P M konjugierte Ebene ist 
die Diametralebene 

ä)^ + |? + f = 0. 
Ist P' ein Punkt dieser Ebene auf der Fläcliö, hat 
MP' die Eichtungsfaktoren b'„, . . ., so ist MP' ein 
MP konjugierter Durehmesser bezw. Halbmesser, ist r' 
der ihm entsprechende, a' ß' y' seine ßichtimgakosinus^ 
so geht d) über in aa' -^ ßß' Aryy' = Q, d.h.: 

Die zwei koajugiertenHalb-(Diirch-)meBsern 
entsprechenden Kugelradien (Durchmesser) 

Es ist leicht zu P das jt au konstruieren. 
Die ?> konjugierten Durchmessern entsprechenden 
Kugel-Durchmesser stellen zu je zweien aufeinander 
Simon, Analytiacha Geometrie dea aaninea. 11 
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senkrecht iind. bilden daher ein System oithogonaler 
dreiaxiger Koordinaten wir können die Folge so fest- 
setzen, daas es aus dem dei Hauptixen durth Drelinng 
abgeleitet werden kann, ei gelten dso di Formeln 
aus § 13, d. h. es ist 

.^' + «''' + «"' = 1... aß' + <^'ß' + ci'y' = 0... 

Ana dieser Quelle fliesst eine Fülle von Sätzen 
über konjugierte DurcbmeBser, a. B. : 

Die Summe der Quadrate dreier konju- 
gierter Durchmesaer ist konstant, also: 
4 (a' + b^ + c'). 

Es ist 
x^+ x'' + x"'' = a'; y' + j'' J-y"' = b'; ^ 

a-'^x^-f-y' + K'^; b''= x''+ y'' + a''; 

Die Summe der Quadrate der Seiten- 
fläobeneinesdemBUipsoideindenT]ndpunk- 
ten dreier konjugierter Durchmesser uni- 
acbriebeae Parallelepipedons ist konstant 
(also gleich 4'a=b'+4'b'c' + 4''c=b'). 

(Die Projektionen von OPP' und On^c' auf eine 
der Koordiuatenebenen, z. B. die xy-Fbene, verhalten 
sich wie ab;l.l, da s; S=-a,:l, y : 7j = h :X, und 
Schluss von § 3.) 

Das dem Ellipsoid in den Endpunkten 
dreier konjugierter Durchmesser umge- 
schriebene Parallelepiped ist konstant (und 
also = 8 abc). 

DieseSätze sind die Erweiterung der Sätze T.l. 8, IJ. 
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Die Summe der Quadrate der i'rojel. 
tionen dreier konjugierter Durchmeäse 
auf eine beliebige Gerade {oder Eb ene) u 
konstant. (Hai die Grade die Richtuögskosinus u v i 
so ist diese Summe 
(us + vy + wz)'+(us' + vy'H-w7r 

+ (ux" + vy" + wz")' = u^a^ + y'b« + w=t 
da xy=abaj*). 

Diese Sätze erleiden für die Hyperboloide nur d 
durch den Zeiclienweohael der A nötige Aenderung. 

§ 37. Bas Elnsclialige HyperT»oloTd. 

Seine Gleichung war: 



schreibt man sie in der Form : 

^-y; = i_'l „de,- J-i+f)(-i-i) 

a^ h' c' '^^a'by^a b/ 

-(' + v)(-v) 

und setzt 

'•)^ + i = ''(' + v)''-('--~T)-l-T 

in welcher p und a beliebige Konstanten — Para- 
meter — sind, 80 liegen sowohl alle Geraden, 
in welchen sich die zugeordneten Ebenen 
der Doppel-Schar a) schneiden, als auch alle 
G-eraden, ia welchen sich die zugeordneten 
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Ebenen der Doppel-Sehar b) schneiden auf 
der Eläche, oder: 

Das Einacbalige Hyperboloid ist ein gerad- 
Imiger Quadrik (§ 22, 8. 95), Fignr 15. 

Die Ebenen beider Doppel scbaren sind unter sich 
projektiv bezogen (S. 98) und awar gehören die Ebenen 
gleiehen o's bozw. aa zu einander. 




Fig 15 

Es kreuzen sich also (S 98) die Sehnitfcgeiaden der 
Doppelschar a) und ebenso die der Doppplsihar b), da- 
gegen schneidet jede Geiade der Doppelachar a) jede 
Gerade der Doppelschar b) und v. v., d. h. (Fig. 15): 

Durch jeden Punkt P des Einschaligen 
Hyperboloids gehen 2 reelle Geraden, je eine 
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der durch a,) gegebenen 8ehar und eine der 
durch b gegebene Schar. 

Die Ebene beider Geradon ist dann die 
Tangentialebene dor Flache, da jede Gerade ihre 
eigne Tangente ist. 

Dies zeigt auch die Gleichung der Tangential- 

in der sowohl die Gerade der Schar a) 

I die Gerade der Schar b) 

liegt, und es ist 

(^+e):(a-e) = o;a'. 
Die Konstruktion dor beiden Geraden und damit 
der Tangentialebene der Fläche in P ergiebt sich durch 
folgende Betrachtung: Die Ebene r schneidet die Ebene 
y = 0, d.i. die Symmetrie- oder Hanptebene xz in der 
Geraden y: 
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d. i. (T. 1) in der Polaren dea Pols (x' z') als 
re (d. li, der x z -Projektion dea Pnnktea V) inBeaug 
auf die Ellipse x^_^z^_^^ 

d. h, des Schnitts der Pläolie durch die Ebene 
y = oder xz-Ehone (Fig. 16), der Kehlellii»sc. 




Fig. 18. 

Man hat also nur nötig, die Polare dea Punkt«a Ji 
in Bezng auf die Kehlellipae zn konstruieren, und durch 
aie und P dio Ehene zu legen. Da vermöge der Gleich- 
ung der Fläche x'" y'" 



f Kehlellipse, die Polare ist zu- 
gleich Chordale oder Berührungssehne ; also man ziehe 
von J£ an die Keljlellipse die Tangenten i y und it S 
und verbinde die Berührungspunkte y und S mit dem 
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Punkte P, so sind Pj- und P i5 die beiden Haupttan- 
genten in P. Die Schnitte parallel der sa-JÜbene sind 
"Ellipsen, hat die schneidende Ebene den Abstand y= + ä 
toh y ^ 0, so ist die Gleichung des Schnitts 



-;.- + ! 



= 1 + 1 



Schnitts 



? gesetzt, so ist die Grleichung des 
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1G& Die tenfi len kegelflactpii in ^peciellei B 1 andluiig. 

Von dor ganzen Sohlt ahnlichni Ellip'ieii hat also die 
Kehlellipae die kleinaten Aien und nich beiden Seiten 
nehmen die Äsen fortwahiend an (~, Fig 17). Die 
Endpunkte der Atcn dti Kehlcllii'.e he sspn Scheitel. 
Die Schnitte pa,rallel der yx-Ebene sind ähnliche Hy- 
perbeln mit den Gleichungen 

z' y° „ , s_ ^' 

Die Schnitte parallel der sy-Ebene sind Hyperbeln 
mit den Gleichungen 

Die Hauptschnitte solhat sind; 

=1 ml- — — ^ —1 

1 ^ j 1 

ZI k t 1 1 h 1 y parallelen 

El Hyp b I h d t d H ptacheitel 

fd KhlHp 1 dwll 1 yz-Haupt- 

1 mit höh 1 dl 1 w ^= + lann wird 

h El T g t 1 d H pt h iteln der 

K 1 1 11 p dl Hyp l 1 g ht d A_ ymi f ten über, 

d 11 d d d H pt h tt adjun- 

^ t Hjt ll(ll)hbhmdh H ptscheiiol 

lg fdmHithtt y Eij liend liegt 

dSlbd ySlmtt DAy ptotenkegel 

d Fl h {F!ff 18) tK()] 1--|---^ = 0, er 

ist ein Elliptischei Jvege], aeio S:,lmitt durch eme Ebene 
y — ^5 ist eine Ellipse, welcbe dem Schnitt der Fläche 
homothetisch, aber kleinere Äsen hat, d. h, der Asymp- 
totenkegel liegt ganz inoerhalb der Fläche. Für die 
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Punkte ausserhalb ist K (s) > i, deun, wenn Q ein 
Punkt ausserhalb, so achneidet MQ die Fläche in P 
zwischen und Q, es ist daher 

wo ,* > 1 uiidK(Q)=/»'E{P) = ,»'. Für die Punkte 
inaerhalh ist "K(s) < 1, für die Punkte auf der Fläche 
gleich 1 und diese Beziehungen sind umkehrbar. 




Da die Schnitte einer Ebene mit P denen mit K 
ähnlich und ähnlich liegend sind, so sind die Schnitte 
Hyperbeln, wena sie zwei Kanten des Kegela parallel, 
Parabeln, wenn sie Einer Kante parallel, d. h. also einer 
Tangentialen von K parallel sind ; unter den hyper- 
bolischen Schnitten giebt es gleichseitige laut (§ 31). 
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Die Schnitte sind Kllipaen, wenn sie keiner Kante des 
Kegels parallel; wenn die Schnitte Tangentialen des 
Asymptote nkegela sind, so artet die Parabel Ja zwei 
parallele Gferaden aus, welche die Kehlellipse in den 
Endpunkten eines Durchmessers berühren. 

Sie werden zu Kreisschnitten, wenn ihre Bichtungs- 
faktoren, die durcli die Formeln § 31 gegebeneu Werte 
haben, damit die Pormelu passen, muas -t" •< ^°, d, h. 
0° >■ a* angenommen werden. 

Wir haben dann für den Radius die Formel: 

woraus ersiühtlich, dasa der kleinste Kreis sein Centrum 
in M, der Mitte der Fläche, hat und den Radius c. 

Da Ein /l ■< 0, so existieren Kreispunkte auf der 
Fläolie nicht. 

§ 38. Das zweischalig:e Hyporbolo'id. 

Das aweischaligo Hyperboloid habe die Gleichung 



r Hauptachnitt y— giebt ——5- ä" = lj <i- h. 

e imaginäre Ellipse, die Parallelschnitte bleiben ima^ 
.är bis der Abstand von y = den Wert + b er- 
gt ; in diesen beiden Fällen wird der Schr)itt 

!i. er reduziert sieh auf die Punkte 

X = 0, z = 0, y = + b. 
ese beiden ausgezeichneten Punkte heis- 
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Plächc. Die Flach le 
steht also aua zwei von einander durdi e neii StieiEon 
parallel y = und mit der Breite ' b von eii aadei 
getrennten Stücken oder Schalen (^ 1 ') De Schnitt- 
elbpsen weiden, wenn |y| Yon b aa beatandij^ wa<,hst 
bestandat; giosaer, und bleiben stets aknliob 
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172 Die inihaleii Ktgelfidchpn in spezipllci Bohandlang. 
Der Hau]jt5climtt z ^ i^t die Hjjierbel 

^-^-^ 

und die Tai lUelsdinitte sind ^hnliohp Hyperbeln mit 
beständig waohsendea Axen, der Hauptsohnitt x = 
ist die Hyperbel ^ ' a' 




\^j^ 



Flg. SO. 

Die Hauptscheitei der Hyperbeln der ersten Schar liegen 
auf dem Haupt schnitt der zweiten Schar und v. v. die 
Nebensoheitel hei der Scharen auf dem imaginären 
Eauptsehnitt y = 0. 

Der Asymptotenkegel hat die Gleichung 

er ist hyperbolisch and liegt ganz ausserhalb der 
]Pläche, denn ein Schnitt parallel der iz-Ebene im 
Abstände ä ist 
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während der entsprechende der Fläche 
s' z' S' 

ist, also eine ähnliche und ähnlich liegende Ellipse mit 
kleineren Äxen (Fig. 20). 

Da E des § 31 jedes Zeichen annehmen kann, so 
existieren Schnitte aller Arten, wie beim Einachaligen 
Hyperboloid imd die BedJngungea sind dieselben. Da- 
mit unsere Eormel 4) (§ 31) die reellen Kreissclinitte 
liefern, muss c° > a' sein, alsdann ist 





b^+a'" c' 






und da Kwei 


A<0, so existieren Kre: 


Upunkl. 


für 


die Ebenen 


im Abstände 






wird 


^•>'^' 







SO werden die Kreise imaginär. 

Die Koordinaten der 4 Kreisp tinkte sind, 
da diese die Endpunkte, der Durchmesser 
xA° yÄ' „ , ab c' b , / c' — a'=~ 



d.h. 

Die Kreisschnitte sind also der absolut grösseren der 
beiden negativen Axen parallel. 

Die Gleichung der Tangential- (bezw. Polar-) Ebej 
des Punktes x' y' z' ist 
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itus dem Vergleicli mit der Gleichung der Bliene in 
Hessischer Form (§ 6) folgt, für d^ von M auf die 
Tangentialebene gefüllte Loth, die für alle drei 
centralen Quadriks gültige Tormel 

Was die Konstruktion der Tangentialebene in P x' j'a' 
betriftt 80 kann man P auf die ya oder yx-Ebene 
pro]icieren unl die Polare des Projeotionspnnktes in 
Bezug auf iloa betreffenden Hauptacknitt konstruieren 
ond duroli sie und P dio Ebene legen. Mau kann aber 
auch die xz Ebene benutzen. Die Spur der Tangen- 
tnkn aui der \z-Ehene ist die Polare des Punktes 
— X — ? , (d h. des in Bezug auf die Projektion 

\DQ P haiietralen) für die Ellipse ^ + -^=1. Man 
hit als nm tistig, durch P und diese Polare die Ebene 



Vm. Abschnitt. 
Die ParaljoloMe. 

§ 39. . Die Gleichungeu ^er FlUclicn, Fol uud Polare. 

Wenn (6 Äbsch. § 31) Ä :^ 0, dagegen a,, = 0, 
so rückte der Mittelpunkt der Fläche ins Unendliche, 
die Form G(a) der Fläche ist dann die Summe der 
Cylinderform C y j a„„ x^ -j- . . . + a,^ ; — («„ = 0) — , 
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Die Gleiclinugen der Fläohoii, Pol und Polare. 175 
tind der linearen (Ebenen) I"orm 

E (s) { 2 a^,, X + 2 a, , y + 2 a, 3 z. 
Der Cylinder kann ellip tisch oder hyperbolisch 
sein; wäre er parabolisch, ao wäre A=^0 gegen die 
Voraussetzung nnd G (s) ^ ein parabolischer Cjlindor. 
Transformieren wir den Cylinder auf seine Haupt- 
asen nach g 29 nud so, dass wir wieder die Cylinder- 
axe, die Axe nach dem unendlich fernen Doppelpunkt, 

G(s)--i°a= + >i'y= + E'{s)i 
verschiebt man den Anfangspunkt na^ih dem Punkt 

8 j-^; -^; -^, 
so erhält man für G (s) die Gleichung 
1) ö(s) = ^°x^ + ^'y^ + 2pz = 
die Normaliorm der "Paraboloide. 

In dieser Gleichuag imd zwei der Gestalt nach 
wesentlich verschiedeue FUchbii enthalten, je nachdem 
J." und -t' gleiches oder entgesengfesetztes Zeichen haben. 
Als Zeichen kann man im ersten FiU dis + Zf^iohen 
wählen, im zweiten Fall annehmen, dass A' negativ, 
p kann negativ gesetzt wurdm, wtnn es sich al« > 
ergiebt, braucht man nur die Richtungen auf lei 7 Ate 
zu vertauschen. Im ersten Fall kann man fui G(a) 



2) i?+F+ 

iese Fläche hei 
1 zweiton Falle 
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heisst die Fläche: HyperlDolisches Pa,ra,l)oloid. 

Beide zugamraen; Paraboloide, 

Um daa Verhalten der Pläeken im "[Jnendliohen zu 
betrachten, aclireilien wir Gf (e) in homogener Form : 

Der Schnitt von G- (s) mit der unendlich fernen Ebene 
83 = ist das Gebilde ,i°a„' + -i's/ — 0; dies atellt zwei 
Gerade dar, deren Horizontalprojektion 

[U'TL + ifFi) (frx-iia^y) = 
ist und deren Schnittpunkt x = 0, y ^= 0, z uBendlich 
ein Doppelpunkt der Schnittkurve. Die Tangential- 
eljene in diesem Pantte enthält die beiden Geraden, 
die l"läcbe wird also von der unendlich fernen Ebene 
in dioaem Punkte berührt. 

Mau sieht auch direkt ein, dass für hinlänglich 
grosse "Werte der Koordinaten, welche in bestimmter 
Richtung liegen, d. h, ao, dass die Verhältnisse x : y ; z 
bestimmt sind, z gegen x' und y' verschwindet und 
G (a) im Unendlichen mit seinem (Asymptoten-) 
Oylinder ^"x' + ^'y' — zusammenfällt. Bei der 
Wahl dieses Cylinders herrscht insofern eine gewisse 
"Willkür, ala d^ konstante Glied ganz willkürlich ist; 
der Oylinder ^°x'-|-^'y° = c fällt seihst im Unend- 
lichen mit dem Oylinder X° x^ -|- A' y' = zusammen ; 
es ist sogar in mancher Hinsicht zweckmässig, als Kon- 
stante von G (a) nicht eu wählen. 

Der Äaymptoten-Cy linder zerfällt aber in die beiden 
der z-Äxe parallelen Ebenen (V^'x + if^y), welche 
sich in der a-Äxe schneiden, und schneidet daher die 
unendlich ferne Ebene in zwei Geraden, deren Schnitt- 
punkt auf der z-Axe liegt. 
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Die Oleiclmngen der Flächen, Pol und Polare. 177 
Zur Bestimmung der Tangentialen im Punkte 
P x' y' z' gehen wir von der homogenen Form aus, es 
ist G' (a„) = A" a, ; G'(s,) = >t'a, ; G'(aJ = ps,; 

6'(8a) = P«=- 

somit die Gloioliuug der Tangentialen r (4 Äbscb. § 20) 
im Punkte P. 

3) T = ,i°SK' + /lyy' + p(z + B')-0. 

Wenn P nicht auf die Fläche hesokränkt wird, ist 
3) augleich die Gleicliung der Polarebene des Pol P. 
Als Bedingung, dass eine Ebene a, h, c, d Tan- 
gentiale sei, erhalten wir: 

Der Pol dieser Ebene wird bestimmt durch 
av bv dv 

so dass also z' = — . Man sieht: 

Ist c = 0, d.h. ist die Ebene der a-Axe 
parallel, ao rückt der Pol ins "Unendliche. 

T wird erfüllt, wenn x' =^0, y' = 0, z' = co durch 
z ^ — oo , d.h. also durch die unendlich ferne Ebene, 
die wir uns als parallel zur sy-Ebene vorstellen. Die 
B-Äxe, in deren E.ichtung der Doppelpunkt des Asjmp- 
totencylinders liegt, beiast im engeren Sinne: Ase der 
Parabel oi'de. 

Da, wenn s' y' z' der Pol, die Itichtimgafaktoren 
der Tangentialen proportional A'x', A'y'; p sind, so ist 
die Gleichung der Normale bezw. der Axe für x' y' z' 

^' ^^'" "" ~Yf~ ^ ~^' 
Simon, Analytische Qeometrie des Baumea. lä 
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% 40. Ebene Schnitte. 

Sei E(8){i)„,x + b„y + b,,a + d + 
eine Schaittobene, wir betrachten, wieder den Cylinder 
dui^h die Schnittkurve, dessen. Ase auf E senkrecht 
steht, so ist wieder (vgl. Abs. 6 § 31) 

C=-G(a) + E(s)H(s) = 0, 
für die Koeffizienten der Form C haben wir 
a^^ = i'' + 2ubo, a„,=lj, u + b,,jV... etc. ft,3 = 2wb,„ 
d. h. also genau difi^elben ^ erte wie oben nur Z" = 0, 
wir erkalten also luch die-^elben Konsequenzen, nur 



Qusa .t" = gtsctzt werde 


n Dies giebt die 


Sätze : 


Die Ebenen, welche 


dua einem Par 


aboloid 


;IeichseitigeHyperbeln 


ausschneiden, s 


ind den 



-r + V + r+^-o 

parallel. 

Die Ebenen, welche aus einem Pari 
Parabeln ausschneiden, sind der Axe de 
boloids parallel. 

Unter diesen Ebenen sind zwei, welche 
als Kreissohnitte gelten können, die Ebenen 

b,, = 0; b„/--;j-7^,; K'-^j;^^ 

fir dl El wU 1 mhji bl 1 

1 1 d 11 1 d h d S h tt 

(} d d n d km hl ai P h 1 1 



9 hn ttd pp 1 ha 
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Man siohi, wenn X' negativ ist, d. h. für das 
hyperbolische Paraboloid siad alle Kreisschnittscharen 
imaginär, für das Elliptische die beiden Scharen reell, 
bei denen das grössere i. im Nenner von b^g, steht; 
man kann unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
dass i." < X'. 

Die Formeln für rf, r etc. erleiden Äenderungen, 
da G{s) hier noch a enthalt, doch sind dieselben für die 
Rechnung gering. Es wird, wenn man das Kreuz der 
y z-Axen um die x-Axe dreht, so dass die ij-Axe in die 
Cylinderase fallt, also setzt: 

y = ijbjj — f bjj oder kürzer: j = tiß — ^f 

z^v\i+ ^K 2 = '?r + ?P 

rx= + ,i''f= + ^(ä + 2d(v^ + wT) + 2pY) 

+ f(2d(w^-VT) + 2p.S 
oder: 
r^' + A'S' + ^iS + d (X° — ^') + 2 p y) 

hieraus bestimmt sich 

7) S = — d^Z" ~ Ä') ~2-py 

_ A f.- A'1yA_+ V P \ 
V.-~^,So [ ^ J 

und hieraus für die Koordinaten des Centnims in den 
Koordinaten x, y, z, 
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DtltlCtmk mwd 

d kt 1 1 t K mb t I ( 1 li g d 

8 knitt h j4-3-^d-=0 dd ID! 

m tdmdiPldSlttb dd t 

I G t 1 g "ü t D 1 t 1 

! P 1 1 d j J hin, Ulf P kt 

d A lliAdPbllm gf 
S g httr d D Urthi Lll 

fürdall dK Ittg thS 

] 1 1 t 1 ß ht g II 

dl h f m ( tl h ) P kt d k d 

h 1 d P l 1 1 U dh t 

hl b t ht t w d 

D(Ihe IPllt hdh 

d Syt m 

Xx ^üa, Z J =n/(,pB =iid,ii^ii| ala 

Also die Pole aller parallelen Ebenen liegen 
anf einem Durchmesser. 

Piir die reelle Kreisschnittacliar ist = 0, diese 

liegen also auf dem Durchmesser J = ~~iT i" ^^J" 
y a-Ebene. 

r' wird Null, wenn das Centrum auf der Fläclie, 
d. h. wenn der Pol anf die Fläcke, die Ebene zur Tan- 
gentialebene wird, d. h. also 

_J_V_ _ ß^P ^ _ p U' — -^°) 

Die beiden Punkte, welche denselben Abstand Yon 
der yz-Ebene haben und entgegengesetztes y und in 
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der Ebene x ^= liegen, heissen: Kreispunkte des 
Paraboloids. 

Dasselbe Eesultat ergiebt sich, wenn man aus r ^ 

f ' = -r^ d( bestimmt. 

Zur Kontrolle legen wir wiedei duich den Kieis- 
achnitt eine Kugel; es eigiebt sich «otort, dasa wenn 
man die Form G-{s) der Flache und die Foim dei 
Schnittebene ao kombinieren will, diss man die Foim 
einer Kugel erhilt, einer dei RichtungsfaktoienÜ weiden 
muas, weil in Bezug auf jedes oithogonale Sjstem die 
Kugel keine Piolukte \on Kooidmaten enthalt, wu 
setzen « = 0, dann ist 
rz--{py + d), r z^-(,3y+d)' = E'''(8)=0, 

G(3) + E*^'(6) = Ä'x' + y= {Ä' _ ^') + T=z' + 2pz 

~ 2i?yd — d' = 0, 
also : -*' — (^^ = -l" ; j'^ =^ i" ; 

hieraus: "s-i ji' "ii — — J, — > "^^^ö oben. 

Die Koordinaten des Kugolccntrums sind: 

Das vom Kugelcentram gefällte Lüt hat die 
Gleichung ^^ und schneidet die Ehone 

ß y 

ßy -\- yz -^ ä = im Mittelpunkt des Schuittkreises, 
wodurch wir für dessen Koordinaten die schon be- 
kannten "Werte erhalten. 

% 41. Die Reye'sclien Axen der Paraljololdc. 

Da die Gleichungen der Axen und der Normalen 
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dieselbe l'oriii liaben, so ist eine Ebene mit den Rich- 
tungsfaktoren a ^ y und der Äbstaadskoordiaate d Nor- 
mftlebene des Pols x' j' z', wenn ihre GleiohuDg laatet: 

>i'xx' + ^'yy' + p(a + a') = 0; 
die Gleichnflgen der Ase sind die der Normale, also 
bei gegobeiiein Pol x' y' a' 

^^ X' ^ y_— _y; ^ 2_— z' 

Wenn der Pol P nicht auf der i'läche liegt, ao hat 
rx''-h.l'y'' + 2pa' 
einen von verschiedenen Wert K; d, b. P erfüllt die 
Gleichung 



setzt, d. h. den Ursprung ohne Iliohtujigsäiideruag der 
Axen aui der Aay in ptoten-Cy linder- Axe verschiebt um 

g— , so erhält man eia dem ureprün glichen kongruentes 



Paraboloid, dessen Scheitel auf der z-Axe um 



2p' 



schoben ist. Die ganze Schar dieser Flächen kann i 
als vom unendlich fernen Punkt der z-Axe durch Pa- 
rallelstrahlen projiciert ansehen, und dieser Punkt ver- 
tritt völlig das Centrimi des centralen Quadriks; die 
Schar heisse wieder homothetisch; also: 

Der Axenkomplex eines Paraholoids ist 
identisch mit dem der Normalen der homo- 
thetjschen Schar. 
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Es ist in manoker Hinsicht vorteilhaft, von einer 
beliebigen Fläche der Soiiar ausaugehen und au setzen,: 

wodurch die Gleichung der Polarebene übergeht in : 

rKx' + .*'yy'4-p(z + ^'} = K, 

die Gleichungen einer (Eeye'schen) Axe aber ganz un. 
verändert bleiben, d, h, : 

Eine Gerade, welche für Eine Fläche der 
Schar-Axe ist, ist es auch für alle übrigen und 
mit demselben Pole. 

Sei die Axe durch ihre Plücker'schea Koordinaten 
gegeben. Es ist dann ; 
a = X.'s.'-y ß = Ä'f; y^ p; a = y'(p — z'J.'); 

b = x'(z'>l°-p); c-x'y'(-t'-r), 
hieraus wieder 

wie stets, und indem man z' doppelt ausdrückt und 
mit Y, weloEes ± ist, dividiert, ergiebt sich 

9) ^= TT- TT = -*^ " — ■«"' 
als Gleichung des Asenkomplex. 

Die Flächen, für welche A, — Ä konstant, 
sollen wieder konfokel heissen, also; 

Konfokale Paraboloide haben denselben 
Axenkomplex. 

Zur Bestimmung des Pols haben wir: 

o j3 b p p a 

^'^^i y'=^' ^^'^ + T' = ^~T' 

welche Gleichungen von K unabhängig sind. 

Für den Fusapunkt der Axe haben wir die Gleich- 
ungen der Axe mit der ihrer Polar- (Normal-) Ebene zu 
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kombinieren, welche in den Konstantea der Axe lautet: 

Die konfokalen Fiäclien, für welche d konstant, 
also K — p' ^'' konstant, hahen dieselben Äsen und 
dieselben Normalebenen, also auch dieselben l'usapunkte. 

Die allgemeine Form koaxialer Paraboloide ist 
(wenn A^ " = A', /l" ' — B^): 

worin p als negativ angesehen werden kann, A > B 
und >■ 0, B" positiv, da sich ft so gross wählen lässt, 
dass B' + ^ > 0. 

Durch jeden Punkt gehen wieder 3 Plä«hei 
Schar, zwei davon sind elliptisch, eins hyperbolisch, 
denn i(ft) ist +qo für fi-=^ — oo ; — ■oofiir^= — A'- 
[wo e eine beliebig wenig von versebiedene Zahl be- 
deutet] ; + 03 für ^-^ — A' + e, — 00 f ür B^ = — B' 
+ 00 für p = — B' 4- e und — co für ^ =: + oc . 
liegen die 3 Lösungen für /i zwischen — oo und - 
— elliptisches Paraboioid — ; — A° und — ^ B' — hy- 
perbolisches — und — B' und + o: — elliptisches 
Paraboioid — . 

Die 3 koßfokalen Paraboloide, welche durch den- 
selben Punkt gehen, schneiden sich wieder rechtwinklig, 
dooh sind die Parabolischen Koordinaten von geringer 
praktischer Bedeutung, 

Die Grenzwerte ^ = — A' und /t = — B' haben 
wieder eine ganz ähnliche Bedeutung wie für die cen- 
tralen Flächen, für sie arten die Flächen in die Kurven 
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Die Gestalt der beiden Parabolotde, 



U) 



+ 2pii-Ä',- 



-2pz 



aus, welche zwei koagmente Parabeln darstellen in den 
Sjnimetrie ebenen x = und y = 0, deren Äsen der 
z-Axe parallel, aber untereinander entgegengesetzt sind, 
sie haben die analogen Eigenschaften und hcissen; die 
Pokalparaboln der koniokalen Schar. 

§ 42. Die Gestalt der beiden Fiii-alioloide. 
Das Elliptische Paraholoid (a. Fig. 21) hat die 
Gleichung ; 
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12) p+^ + ^V.-O, 
woA>B; E>0; p<0 angenommen wird, es steht 
auch nichts im "Weg, p = — 1 zu setzen, wodurch nur 
der Längenmassstali geändert wird. Die Flache hat 
zwei Symmetrieehenen, die Hauptehenen s =: 
und y = 0; die xy-Ebene ist Tangentiale im Scheitel 
8 I 0, 0, 0. Die Schnitte parallel z = sind ähnliche 
Ellipsen mit stets wachsenden Ason (s. Fig. 21), deren 
Centren auf der z- (oder Flächen-) Äxe liegen. Der 
Hauptsohnitt y = ist die Parabel x' = — 2 p A'a, 
deren Scheitel S, deren Ase die z-Ase, deren Para- 
meter — ^ 2 p A° ist; der Hauptsohnitt 3C =^ ist die 
Parabel y' = 2 p E' z , deren Axe ebenfalls -j- z, 
deren Scheitel S, deren Parameter p B" ist. Die Schnitte 
parallel y = sind dem zugehörigen Haupt- 
sohn ittkongruonte Parabeln, deren Sobeitel 
sich auf dem Hauptschnitt x = bewegt, das 
Entsprechende gilt für die Schnitte parallel x = 0. 

Das elliptische Paraltoloid wird also erzeugrt durch 
eine Parabel, deren Scheitel sich aut einer festen Pa- 
rabel bewegt und zwar so, dasa diu Axen parallel und 
gleichgerichtet sind, die Ebenen der festen und beweg- 
lichen Parabel aufeinander senkrecht steilen, um) die 
Ebene der beweglichen Parabel ihre Stellung nicht 
ändert. (Fig. 22.) 

Ist A' =^ E^ so ist die Fläche ein Rotations- 
paraboloid, das entsteht durch Umdrehung einer 
Parabel um ihre Axe. 

Die Kreissohnitte sind der x-Axe parallel, stehen 
also auf der y z-Ebene senkrecht, liegen symmetrisch 
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zu den beiden andern Äxen, sohliessen mit der xy-Axe 
die Winkel ein, bestimmt durch cos = \^ = + -." 

nnd 003 (180 — (5) = + "ä"- Die augehörigen Kreis- 
punkte haben die Koordinaten x = 0, y =^ -j-byÄ' — B', 



z = -|- {A" — B') und X = 0, y ^ — B fA' — B', 
■£ = -'- {A' — B'). Hyperbolische Schnitte existieren 



nicht, wie schon daraus hervorgeht, dftsa die Pläche im 
Unendlichen geschlossen betrachtet werden darf, d. h. 
sich nur in der Richtung ihrer (a-}Ase ins Unendliche 
erstreckt. 

Das hyperholiBohe Paraboloid X hat die 
Gleichung |l_Z:^2p,^o. 

Hieraus erkennt man (wie beim einachaligen Hyper- 
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Lobid), daaa auf der Fläche 2 Scbai 




So liege 11 sowohl die Geraden, in welchen 
sich die Ebenen der ersten Doppelschar a) 
schneiden, alsdieSoIinittgeradeaderrioppel- 
Bchar b) auf der I'läche. 

Der hyperboUaohe Paraholoid gehört also zu den 
geradlinigen JF% s. Fig. 23; die Ebenen jeder Schar 
rnii unter sich duroli die gleichen Parameter projektiv 
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m 



bezogen es Itreuaen ■'ich also die G-eradea jeder Schar 
unter sich, während jede (üeiade dar einen Schar jede 
der andern achneidet,; durch jeden Punkt der 
Fläche gehen also 2 Gerade. Hervorzuheben ist, 
daaa von jöder Doppelschar der Ebeneo die eine Schar 
der Plächenase (z-Äxe) parallel ist, also vertikal zur 
xy-Ebene ist; die Projektionen der Geraden der Schar a) 
auf dieser Ebene sind also alle parallel der Geraden 




0, die der andern b) alle parallel der Ge- 



raden — — -r- =: 0. Diese beiden Geraden g„ uad h^ 
bilden aber zusammen den Hanptschnitt z :^ und 
schneiden sich im Scheitel (a. Tig. 24). Die Ebenen der 
Schar — + ^ = — 2p(i und die der Schar s 

(— — H ^ — 2p sind, da für sie b,, = 0, b„ = 
Va b; y ' 

= — 3'~~~3 zugleioii die Ebenen, welche aus der 
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I'läclie Eine Grerade {im Endlichen) ausschnei den. Man 
findet dieselbe leicht, wenn man einen beliebigen Punkt P 
auf die Ebene z = projiciert (Fig. 24) in P' uud durch 
P' zu go hezw. h, die Parallelen g' und h' zieht und 
durch P und g' beaw. P' und h' die Ebenen legt, welche 
die Eläche in den durch P gehenden Gferaden g und h 
schneidet. Die Ehene durch g und h iat wieder die 
Tangentialebene an die Fläche in P. Man kann auch 
hier wie § . . . den Nachweis direkt führen. 

Die Gleichung der Tangentialebene in P x' y' z' ist: 

sie ist sowohl erfüllt, wenn gleichzeitig 



|_ a b — 2p , 

d. h. also für eine Gerade g der Schar a) ; als wem 



y' 



m^ 



L' Schar b). Es ist 
■:-2p. 



y Google 



Die Gestalt der beiden Paraboloide, 191 

Da die Gerade g ganz in der zuc xy-Ebene ver- 
tikalen — +^= — 2pe liegt und die Ebene z = 

im Punkte -- — -\r "^ 0, d. li. auf h, schneidet, so 
ergiebt sich die einfache Konairuktion {b. Tly. 24). Man 
fäilJe von P auf die Ebene z = das Lot PP', ziehe 
durch P' die Parallele g' za g^, achneidet hj in A, ao 
ist AP die Gerade g; entsprechend wird h konstruiert, 
und die Ebene durch g und h ist die Tangentiale in P. 
Der Hauptschnitt z = ist keine Symmetrie ebene 
(da er nicht durch das unendlicli ferne Ceutrum — den 

Schnitt der Geraden z = oo ;- ]- -r- = und z = f» ; 

— — ^ =0 — geht), er stellt die in g„ und \ zer- 
fallende Hyperbel — r-^^^O dar. 

Die Haaptschnitte x = und y = sind Parabeln : 
y' ^ 2 p b^z ; s' = -— 2 p a' z. Unter der Voraussetzung 
p < 0, hat die erstere zur (Parabel-) Äse — z, die 
andre -]- k ; beide berühren sich im Scheitel. Die 
Schnitte parallel x ^z: sind kongruente Parabeln, deren 
Scheitel auf der Symraetrieparabel y = liegen, die 
Schnitte parallel y :^ umgekehrt. 

Es gilt also derselbe Satz, wie für das 
Elliptiach6Paraboloid,nur dassdie Axeder 
beweglichen Parabel und die der festen ein- 
ander entgegengesetzt sind (Fi^. 25). 

Die Schnitte parallel der Ebene z = sind Hy- 
perbeln, deren Asymptoten gp und hg parallel eind, die 
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aut der ^leiihen Seite der Ebene z ^ liegenden sind 
unteieinander ahnlioh bei unserer Annahme liegen die 
Schnitte fnr -welche z > im spitzen Winkelraum der 
Asymptoten du. fui welche z > im stumpfen (kon- 
jugierte Hyperbeln, T. 1), Die Gleichung der Fläche 
nimmt eine beaondera einfache Form an , wenn man 
h„ aar x-Axe, g,, zur y-Axe wählt, und die z-Axe un- 
verändert lässt, sie wird dann 2 | sj = — z (a^ + b^) p. 




Es ex it eren k e eil ^ tis hen S 1 nif te dl o iu 1 
keine Kreissch tte dagegen gie chae t ge Hjjebpln 
Die Ebenen pirall i 1er z \ne sehne den ^ a al el s 

die wenn K," — — -r-, to = 's"," uä ^'^ ^^'^ Axen 

ausarten. 

Zum Schlüsse dieses Abschnitts sei auf die vor- 
züglieben Modelle der Quadriks oder Konoide von 
L. BrUl in Darmstadt hiuge\ 
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IS. Abschnitt. 
Kofeatnr. 

§ 43. Die Euhatnr der ceutralcn Flächen. 
Ea würde das einfachste sein, die Kabafur der F° 
auf liio Simps on'sche (Newton-Ootes)- Regel zu grün- 
den, aber die Ableitung der Üegel ist nicht einfacher, 
als die direkte Kubatur. Wir zerschneiden die KÖr^ier 
durch Parallelschnitte za eiaer Hauptebene in Schichten, 
die, wenn die Schnitte hinlänglich dicht aufeinander 
folgen, als Cylinder betrachtet werden können. Sei die 
Mäche ein Ellipsoid: 

- + 1+ - = i 

W hm 1 r nlfl 1 d H ptschnitt z =: 0. 

1 ^ 1 m p 111 d h tt = h, teilen h in n 

gl 1 T 1 1 ^ d 1 dl T Ip 1 te Parallelen zu 
= 01 1 j d M w h n, dann weicht 

d S hl ht n d m Cylind d Grundfläche der 

S hnitt und dssnHh — t ab um eine in 

B f d & 1 ht n t 1 1 d kleine Grösse, 

Bod'Bwi d Z w ha =0wndz=hal8 

C mm 1 Oyl 1 h k nnen. Die k.- 

Oyl d h 1 1 h t Gr dfl h die Ellipse mit 

d H Ib l l-^> l Vl-'-^ä, il^r Inhalt 

Simon, AnalyüEclio G 
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ist also aLirll — .^-y^ 


) und der C 


ylißde 


rCp = abn: — 


f 1 — — a— 1 Ulli iJer gai 


ize Körper 






Zta = ab"i^(-^-- 


-)... 


-('- 


-?^?)- 


Die letzte Summe ist, w 


ia aus den Elementen der Ste- 


reometrie bekannt, wer 


in n über 


jedes 


Maas gross, 


gleich '/si also : 


B 






1) Zh^abJilifl — 






Dieselbe Ponnel, wi. 


3 für die Kuge]70 


ne, abgesehen 


von der Verachiedeiilieit 


dor Aien. 


Ist h = 0, 30 er- 



hält mfin für das halbe Ellipsoid 2^) '^ E =^ abc n. 
nud für das ganze 

Man hätte 1 und 2 auch aua der Abbildung des 
EUipsoids auf die Kugel (s. Sehluaa des § 35) herleiten 
können. 

Eür das einschalige Hyperboloid geht man von der 



Kehlellipse 


:y = Q ^w 


3; die fileichuQg iat 






Man legt i 


m Abstände y = h die Parallele 


zu y ^ 


0, 


und sieht, 


dasa sich 


nichts ändert, als dass 


das Vor- 


zeichen voi 


1 h' von - 


- in + übergeht, also : 






3) Zp. 


....k(. 


h' \ 
+ b-^ 






and das Stück zwischen Kehlellipse und h = 


^b ist 
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Die Kabalur der centralen Flächen, 

4) T = |.b„,. 

Für das aweisciialige Hyperboloid bereclmea w 
Kappe awischen y = b und y ^^ b -}- h, wenn 



die Gleicbung. Der Schnitt in der Höhe b -| hat 

zum lahalt /2kb , ka'\ 

und die Schicht ist ik — , also 

5) K. = ac»h(^+^^W^(3b + h) 



6) Kb^-g-acb^ 
ist also wiederum dem Ellipsoid mit den Ason a b c 
raumgleich. 

Pur die Kappe des Ellipsoids zwischen a = c und 
a = h ergiebt sich durch Subtraktion von 2") uod 1) 
wenn o — h = d gesetzt wird; 

n K„='>"r"(3c_a). 

Die Formeln für das Ellipsoid sind denen für die Kugel 
ganz analog und unterscheiden sich von den Formeln 
für die Hyperboloide auch nur durch das Zeichen. 

Der Bllipaoidsector, begrenzt von der Fläche der 
Kappe und den Itadien nach der die Kappe abschnei- 
denden Ellipse besteht aus dem Kegel mit der Höhe h 
und der Kappe ist also gleich 
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Kubatur. 


also: 




2 h=b k" 


.h und V = ^^,p.^. 


-) ^-l^- 


h I h'b 
"4 6 a^ p ■ 


Die Formel 12) ; 


zeigt in der ersten Fassung der 


Sata: 




Der Sattel de 


13 hyperbolischen Parabo. 


löids, welcher du 


vch einen Par allelachnit- 


zur Tangentialen 


im Scheitel abgeschnittei 


wird, ist '1, des 


Cyiinders, welcher dii 


örenzparabel au 


f die Tangentiale proji. 
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